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Kapitel 1

Einleitung

Die funktional-logische Programmierung f•uhrt die Vorteile der funktionalen und
der logischen Programmierung in einemgemeinsamenKonzept zusammen.Bei-
de Sprachkonzeptesind deklarativ, d.h. ein Programm enth •alt keinealgorithmi-
sche Beschreibung desL•osungswegeswie in prozeduralenSprachensonderneine
Beschreibung desProblemes:funktionale oder kausaleAbh •angigkeiten werden
in einer mathematischen Notation formuliert, und die Semantik einesProgram-
mes kann •uber diese Notation leichter de�niert werden als dies bei prozedu-
ralen Programmen der Fall ist. Dies erleichtert nicht nur die Programmierung
selbst, sondernerm•oglicht auch die •Uberpr•ufung der Korrektheit. In ihren rei-
nen Formen sind dieseSprachen frei von Nebene�ekten, die dasVerhalten eines
Programmesun•ubersichtlich machen.

Funktionale Programmiersprachen wie Miranda, Haskell, Gofer, LISP, Scheme
oder ML erlauben die De�nition von Funktionen h•oherer Ordnung und basie-
ren auf Termersetzungssystemenzur Reduktion funktionaler Ausdr •ucke. Durch
verz•ogernde Auswertungsstrategien sind unendliche Datenstrukturen m•oglich,
welche immer nur soweit ausgewertet werden,wie dieserforderlich ist. Die Kon-
zepte der Abstraktion und Applik ation des� -Kalk •uls werden unterst•utzt, Pat-
tern Matching alsAlternativ e zur Verwendungvon Test-und Selektionsoperato-
ren erlaubt eine vereinfachte Darstellung funktionaler Programme. Funktionen
k•onnen auch rekursiv de�niert werden,soda� alle � -rekursiven Funktionen und
damit alle Turing-berechenbaren Funktionen durch funktionale Programmebe-
rechenbar sind.

Logische Programmiersprachen wie Prolog verwenden Klauseln mit logischen
Pr•adikaten und basierenauf Uni�k ation und dem Resolutionsprinzip von Ro-
binson.Die mathematischeGrundlagedieserProgrammiersprachen ist die Pr •adi-
katenlogik erster Stufe, f•ur die es einen Resolutionsalgorithmus gibt, der die
Entscheidbarkeit der Uni�k ation erster Ordnung ausnutzt. Erweiterungen auf
Pr•adikatenlogik h•oherer Stufen erfordern auch Uni�k ation h•oherer Ordnung,
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die im allgemeinenunentscheidbar ist. Die Abwesenheitvon Funktionsde�nitio-
nen erschwert eine deterministische Auswertung, da die Suche nach L•osungen
f•ur eine Anfrage nicht-deterministisch erfolgt.

In der funktional-logischen Programmierung werdendieseKonzeptenun zusam-
mengef•uhrt. OperationaleGrundlage ist hier dasNarrowing, eine •Ubersicht gibt
[Han94b], [Pre95] vergleicht eine Reihe von Narrowing-Verfahren und pr •asen-
tiert verschiedene Anwendungen. Beispiele funktional-logischer Programmier-
sprachen sind ALF [HS91], BABEL [MR92], K-LEAF [BGL + 87] und SLOG
[Fri85]. Die j •ungste Entwicklung in diesemBereich ist die Programmiersprache
Curry [HKMN95 , Han97b], deren Narrowing-Strategie mit de�nierenden B•au-
men [Ant92, AEH94, HP96] arbeitet. DieseSprache wurde mittlerw eile auch in
einer Vorlesung •uber Deklarative Programmiersprachen an der RWTH Aachen
eingesetzt{ ein Konzept zur gleichzeitigen Einf •uhrung in die funktionale und
Logikprogrammierung mit Hilfe von Curry enth •alt [Han97a].

Beispiel (Sym bolisches Di�erenzieren) Ein funktional-logischesProgramm,
das symbolisch di�erenziert, ist durch

di� (�y :y; X ) ! 1

di� (�y : sin(F (y)) ; X ) ! cos(F (X )) � di� (�y :F (y); X )

di� (�y : cos(F (y)) ; X ) ! (� 1) � sin(F (X )) � di� (�y :F (y); X )

di� (�y : ln(F (y)) ; X ) ! di� (�y :F (y); X )=F(X )

di� (�y :F (y) + G(y); X ) ! di� (�y :F (y); X ) + di� (�y :G(y); X )

di� (�y :F (y) � G(y); X ) ! di� (�y :F (y); X ) � G(X )

+ di� (�y :G(y); X ) � F (X )

gegeben. Auf die Anfrage �x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x) ! ? �x: cos(x) sollte als
Antwort die Substitution � = f F 7! �x; y:yg berechnet werden.

Nach jedem Narrowing-Schritt erfolgt eine implizite � � -Reduktion des Terms
im � -Kalk •ul: so wird etwa (�x:s )t zu f x 7! tgs, und die Substitution f x 7! tg
erfolgt implizit. Dadurch sind die � - und � -Regelndes� -Kalk •uls keineTermer-
setzungsregelnerster Ordnung. � -Kalk •ule mit expliziten Substitutionen ersetzen
die klassischen � - und � -Regelndurch neueRegeln,so da� Termeder Form t[s]
entstehen, wobei die eckigen Klammern und s syntaktische Objekte sind. Es
werden dann Termersetzungsregelnerster Ordnung eingef•uhrt, mit denen die
Substitution bewerkstelligt wird. Dadurch wird ein � - oder � -Reduktionsschritt
zu einer Folge von Reduktionsschritten, an deren Ende wieder ein reiner Term
steht, d.h. ein Term ohne Substitutionsanteil [s]. Zwei dieser Kalk •ule sind ��
[ACCL91, DHK95] und �� [Les94, BBLRD95]. Eine Einf •uhrung und •Ubersicht
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•uber verschiedene� -Kalk •ule mit expliziten Substitutionen gibt [Ros96] { dieses
Papier enth•alt auch eine sehr ausf•uhrliche, teilweise kommentierte Bibliogra-
phie.

Aufgabe der vorliegendenDiplomarbeit ist es, einen dieser Kalk •ule mit expli-
ziten Substitutionen auf das Narrowing-Verfahren LNT [HP96] anzuwenden,
um so durch das Ersetzen der impliziten Substitutionen die Grundlage f •ur ei-
ne e�zien te Implementierung zu scha�en. Wir stellen dasNarrowing-Verfahren
LNT �� vor, welches eine modi�zierte Version des �� -Kalk •uls verwendet und
dabei •aquivalent zu LNT bleibt.

Die Arb eit gliedert sich wie folgt:

� In Kapitel 2 geben wir die grundlegendenDe�nitionen des(einfach getyp-
ten) � -Kalk •uls. Wir betrachten Uni�k ationsprobleme h•oherer Ordnung
und erkl•aren Narrowing-Verfahren.

� Kapitel 3 f•uhrt in dasNarrowing-Verfahren LNT ein, das in dieserArb eit
weiterentwickelt wird.

� Kapitel 4 stellt � -Kalk •ule mit expliziten Substitutionen vor: Wir betrach-
ten die �� - und �� -Kalk •ule, in denen� -Reduktion internalisiert, d.h. zu
einer Reduktionsregel auf der syntaktischen Ebene gemacht wird, und
geben f•ur letzteren eine Erg•anzung um eine explizite � -Regelan.

� In Kapitel 5 kombinieren wir dasLNT-V erfahren mit dem �� -Kalk •ul und
weisendie •Aquivalenz desneuenVerfahrenszu LNT nach.

� Kapitel 6 schlie�t die Arb eit mit einer Zusammenfassungund einemAus-
blick ab.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Terme

Kon vention 2.1.1 (nat •urlic he Zahlen) Wir setzenN := f 1; 2; 3; : : : g. Die
Menge f 0; 1; 2; : : : g nennenwir N0 . �

De�nition 2.1.2 (Signatur, Funktionssym bole, Terme, [BA95 ])
Es sei � eine Menge von Funktionssymbolen, jedem f 2 � sei eine Stelligkeit
n 2 N0 zugeordnet.� (n) bezeichne die Mengeder n-stelligen Funktionssymbole
aus �. Dann hei�t � eine Signatur.

Weiter sei X eine Mengevon Variablen. Dann ist T (� ; X ) die kleinste Menge,
die X enth•alt und unter Funktionsapplikation abgeschlossenist: d.h. f •ur jedes
f 2 � (n) und Terme t1; : : : ; tn 2 T (� ; X ) gilt auch f (t1; : : : ; tn ) 2 T (� ; X ).
T (� ; X ) hei�t Menge der � -Terme. Hat f Stelligkeit 0, schreiben wir f statt
f (). �

De�nition 2.1.3 (P ositionen) Eine Position ist eine Folge n1: � � � :nk von
Zahlen n i 2 N oder die leere Sequenz". F•ur einen Term t und eine Positi-
on p ist t jp de�niert durch

tjp :=

8
<

:
t; falls p = ";

(t i )jp0; falls p = i:p0 und t = f (t1; : : : ; tn ); wobei i 2 f 1; : : : ; ng

tjp hei�t Teilterm von t an Position p. Mit t[s]p wird der Term bezeichnet, der
entsteht, indem der Teilterm von t an Position p durch s ersetzt wird. �
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2.2 Der einfach getypte � -Kalk •ul

2.2.1 � -Terme

Im folgendengeben wir eine kurze Zusammenfassungder wesentlichen Eigen-
schaften deseinfach getypten � -Kalk•uls.

De�nition 2.2.1 (T yp en, T yp-Konstruktor ! ) Es seiT0 eineMengevon
Grundt ypen.Dann de�nieren wir induktiv die Mengeder Typen T als die klein-
ste Menge,die T0 und mit �; � 2 T auch (� ! � ) enth •alt. �

Kon vention 2.2.2 Der Typ-Konstruktor ! ist rechtsassoziativ, und f •ur (� 1 !
(� 2 ! � � � (� n ! � ) : : : )) schreiben wir kurz � 1; : : : ; � n ! � . �

De�nition 2.2.3 (Funktionssym bole, Variablen, A tome)
Sei � eine Signatur, jedes Symbol f 2 � habe einen eindeutigen Typ � (f ) 2
T . Zu jedem Typ � 2 T existiere eine abz•ahlbar unendliche Menge V� von
Variablen diesesTyps. Wir setzenV(T ) :=

S
� 2T V� . A (T ) := V (T ) [ � hei�t

Mengeder Atome. �

De�nition 2.2.4 ((k orrekt) getypte � -T erme) Die MengeL (T ) der (kor-
rekt) getypten � -Terme ist die kleinste ObermengeL von A(T ), die folgenden
Abschlu�eigenschaften gen•ugt:

1. Applikation : F•ur e1 2 L vom Typ � ! � und e2 2 L vom Typ � ist
(e1e2) 2 L vom Typ � .

2. Abstraktion: F•ur e 2 L vom Typ � und x 2 V� ist (�x:e ) 2 L vom Typ
� ! � .

Wir bezeichnen mit � (e) den Typ einesTerms e und schreiben auch e : � , um
auszudr•ucken, da� e vom Typ � ist. �

Kon vention 2.2.5 Im folgendengehenwir davon aus, da� alle auftretenden
� -Terme korrekt getypt sind, auch wenn ihre Typen nicht explizit angegeben
werden. �

Kon vention 2.2.6 Wir legen fest, da� Funktionsapplikation standardm•a�ig
linksassoziativ ist, soda� (: : : ((e1e2)e3) : : : en ) kurz als (e1e2 : : : en ) geschrieben
werden kann. Eine Folge von � -Abstraktionen �x 1:(�x 2:(: : : �x n :e) : : : ) schrei-
ben wir als � xn :e. Klammern werden weggelassen,wenn dabei die Bedeutung
klarbleibt. Der Punkt bezieht soviel Rechtskontext wie m•oglich mit ein, so da�
z.B. �x:stu als (�x: ((st)u)) interpretiert wird. �
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De�nition 2.2.7 (k artesisc he Pro dukt yp en) F•ur � 1; : : : ; � n 2 T sei � 1 

� � � 
 � n der kartesischeProdukttyp von � 1 bis � n . T� seidie kleinste Menge,die
T enth•alt und unter Bildung von Produktt ypen abgeschlossenist. �

Bemerkung 2.2.8 (Curry-Isomorphism us) Kartesische Typen sind kein
Bestandteil desklassischen � -Kalk •uls, und wir werdensiehier nicht verwenden.
Dies ist aber keine Einschr•ankung, da wir Produktt ypen nur bei mehrstelligen
Funktionssymbolen ben•otigen, und •uber den Curry-Isomorphismus

c : (� 1 
 � � � 
 � n ! � ) 7! (� 1 ! � � � ! � n ! � )

erhalten wir zugeh•orige Typen, die auch partiel le Applikationen erlauben. �

Bemerkung 2.2.9 In [Bar84], Seite 6, �ndet man den Hinweis, die Beob-
achtung, da� mehrstellige Funktionen auf einstellige reduziert werden k•onnen,
stamme von Sch•on�nk el [Sch24]. �

De�nition 2.2.10 (Un terterme) Sei t 2 L (T ). Dann ist die Menge Sub(t)
der Unterterme von t induktiv de�niert durch:

Sub(t) :=

8
>><

>>:

f tg; t atomar;

f tg [ Sub(t1) [ Sub(t2); t = (t1 t2);

f tg [ Sub(e); t = �x:e �

De�nition 2.2.11 (V ariablen, Grundterm)
Sei t 2 L (T ). Dann ist V ar (t) die Menge aller in t vorkommendenVariablen.
Gilt Var (t) = ? , dann hei�t t ein Grundterm. �

De�nition 2.2.12 (T ermgr •o�e, Scope, gebunden, frei, linear)
Die Termgr•o�e jej einesTerms e ist die Anzahl seiner atomaren Unterterme.
Eine Variable x tritt gebundenim Term e auf, wenn e einen Unterterm �x:e 0

enth•alt. In diesemFall hei�t e0 der G•ultigkeitsbereich oder Scope diesesbinden-
den Auftretens von x. Die Mengeder gebundenenVariablen von e hei�t B V(e).
Eine Variable x tritt frei im Term e auf, wenn x ein Unterterm von e ist, aber
nicht im Scope einesbindendenAuftretens von x auftritt. Die Mengeder freien
Variablen von e hei�t F V (e). e hei�t linear, falls in ihm keine freie Variable
mehrfach auftritt. �

De�nition 2.2.13 (Ordn ung, Sprac he der Ordn ung n ) F•ur Typen � 2
T ist die Ordnung Or d(� ) induktiv de�niert als:

Or d(� ) :=

8
<

:
1; � 2 T0

max(Or d(� ) + 1; Or d(� )) ; � = � ! �
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Die Ordnung einer Funktionskonstante oder Variablen ist die Ordnung ihres
Typs. Eine Sprache der Ordnung n ist eine Sprache, in der Funktionskonstan-
ten h•ochstens Ordnung n + 1 und (freie oder gebundene)Variablen h•ochstens
Ordnung n haben.
Dies ist eine Verallgemeinerungder Konvention, da� ein Term erster Ordnung
eine Variable oder Konstante ist, ein Term zweiter Ordnung eine Funktion von
Variablen (erster Ordnung), etc. �

Kon vention 2.2.14 Im folgendenstehen�; � ; 
 ; '; � stets f •ur Typen, b;c f•ur
Konstanten einesGrundt yps, f ; g; h f•ur Konstanten eines funktionalen Typs,
x; y; z f•ur Variablen beliebigenTyps und a f•ur Atome. Freie Variablen funktio-
nalen Typs nennenwir F; G; H ; X ; Y . � -Terme hei�en e;r; s; t; u; v; w. �

2.2.2 Reduktion

Da wir im folgenden h•au�g den Begri� einer Reduktion verwenden werden,
geben wir hier De�nitionen der wichtigsten in diesemZusammenhangauftre-
tenden Begri�e.

De�nition 2.2.15 (k ompatib el, Kongruenz-, •A quiv alenz-, Reduktions-
relation)
Es sei � = L (T ) die Mengeder einfach getypten � -Terme.

1. Eine bin•are Relation R auf � ist kompatibel (mit den Operationen), falls
f•ur alle (a;a0) 2 R, alle b 2 � und alle Variablen x gilt: (ba;ba0) 2
R; (ab;a0b) 2 R und (�x:a; �x:a 0) 2 R.

2. Eine •Aquivalenzrelation auf � ist eine bin•are Relation R, die folgende
drei Eigenschaften hat:

� Re
exivit •at: F•ur alle a 2 �: (a;a) 2 R,

� Symmetrie: (a;b) 2 R ) (b;a) 2 R und

� Transitivit •at: (a;b) 2 R und (b;c) 2 R ) (a; c) 2 R.

3. Eine Kongruenzrelation auf � ist eine kompatible •Aquivalenzrelation.

4. Eine Reduktionsrelation auf � ist eine Relation, die kompatibel, re
exiv
und transitiv ist. �

De�nition 2.2.16 (Reduktionssystem) EsseiA einenicht-leereMengeund
!� A� A einebin•are Relation auf A. Dann hei�t (A; ! ) ein Reduktionssystem.
Statt (a;b) 2! schreiben wir a ! b. �
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De�nition 2.2.17 ( � -Kon version, Redex, Normalform, •A quiv alenz)
F•ur Terme u; t und eine Variable x sei f x 7! tgu der Term, der aus u entsteht,
wenn man in u jedesfreie Auftreten von x durch t ersetzt; B V(t) seidie Menge
der gebundenenVariablen in t. Dann gibt es die folgenden drei Regeln der
� -Konversion:

� � -Konversion: y =2 F V(t) [ B V(t) ) (�x:t ) � � (�y :(f x 7! ygt))

� � -Konversion: (( �x:s )t) � � f x 7! tgs

� � -Konversion: x =2 F V(t) ) (�x: (tx )) � � t

Die Terme auf der linken Seite hei�en Redexe. Ein Term t, der keinen � -Redex
enth•alt, hei�t � -Normalform. Entsprechend werden � � und � � -Normalformen
de�niert.

Falls e[s] ein � -Term e mit Unterterm s an einer festen Stelle ist und e[t] den
Term bezeichnet, der ause[s] hervorgeht, indem man diesenUnterterm s durch
t ersetzt, wobei s und t vom gleichen Typ sind, dann k•onnen wir die Relation
! � de�nieren durch

e[s] ! � e[t] ( ) s � � t:

Genausode�nieren wir Relationen ! � und ! � .

Au�erdem setzen wir ! � � := ! � [ ! � (d.h. e1 ! � � e2 ( ) e1 ! � e2

_ e1 ! � e2). Dann erkl•aren wir f•ur jede dieserRelationen ! auf •ubliche Weise
die symmetrische H•ulle $ , die transitive H•ulle ! + , und die symmetrische,
re
exiv e und transitiv e H•ulle  !� . Die Relationen  !� � ;  !� � und  !� � �

hei�en � -, � - und � � - •Aquivalenz. �

Man zeigt leicht, da� dieseRegelnder � -Konversion typerhaltend sind.

Wir •ubernehmen die De�nitionen der Begri�e kon
uent und lokal kon
uent
aus [BA95].

De�nition 2.2.18 (k on
uen t, lok al kon
uen t) Es sei (A; ! ) ein Redukti-
onssystem.! hei�t kon
uent , falls

8x; y1; y2 2 A mit x ! � y1; x ! � y2 : 9z 2 A : y1 ! � z; y2 ! � z:

! hei�t lokal kon
uent , falls

8x; y1; y2 2 A mit x ! y1; x ! y2 : 9z 2 A : y1 ! � z; y2 ! � z:
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Bei der lokalen Kon
uenz fordern wir also nur, da� Terme nach einem Schritt
des

"
Auseinandergehens\ wieder zusammengef•uhrt werden k•onnen.

De�nition 2.2.19 (stark normalisierend)
Ein Reduktionssystem (A; ! ) hei�t stark normaliserend oder terminierend,
falls f•ur jedes x 2 A jede Reduktionsfolge (x ! x1 ! x2 ! : : : ) endlich
ist, d.h. esgibt ein n 2 N, so da� xn keinen ! -Redex enth •alt.

Zu der Eigenschaft, da� f•ur ein festesx 2 A jede Reduktionsfolge (x ! x1 !
x2 ! : : : ) endlich ist, sagenwir auch, da� x stark ! -normalisierend ist. �

Bemerkung 2.2.20 (Lemma von Newman, [BA95 , New42])
F•ur terminierende Reduktionssysteme,d.h. solche, in denen es keine unend-
lichen Folgen von Regelanwendungen gibt, fallen die Begri�e Kon
uenz und
lokale Kon
uenz zusammen. �

De�nition 2.2.21 (Ch urc h-Rosser-Eigensc haft) Es sei(A; ! ) ein Reduk-
tionssystem. ! hat die Church-Rosser-Eigenschaft, falls

8x; y 2 A mit x  !� y : 9z 2 A : x ! � z und y ! � z:

?

6

x

y

� z

Z
Z

Z
ZZ~

�
�

�
���

�

�

Church-Rosser
�

De�nition 2.2.22 (substituierbar) Ein Term s hei�t f •ur x in t substituier-
bar, wenn f•ur jeden Unterterm �y :t0 von t gilt: y 2 F V (s) ) x =2 F V(t0). �

Kon vention 2.2.23 Im folgendenbetrachten wir nur Terme, f •ur die die Men-
gen der freien Variablen und der gebundenenVariablen disjunkt sind; alle Ver-
gleiche von � -Termen werden modulo � -Konversion erfolgen (d.h. wir interes-
sieren uns nicht f•ur simple Umbenennungen von Variablen). Dies erlaubt uns
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die Darstellung von � -Bindern mit generischen Variablen x 1; : : : ; xk , wo dies
keine Verwirrung erzeugt. �

De�nition 2.2.24 (get ypter � - bzw. � � -Kalk •u l) Unter dem getypten � -
Kalk•ul bzw. getypten � � -Kalk•ul verstehen wir den Kalk •ul, in dem nur die
� -Regelbzw. � - und � -Regelzugelassensind. �

Es folgen zwei wesentliche Eigenschaften diesesKalk •uls.

Satz 2.2.25 (Stark e Normalisierung, [HS86 ])
Jede Folge von � � -Reduktionen ist endlich. (D.h., da� ausgehendvon einem
Term t0 f•ur jede Folge von Reduktionsschritten t0 ! � � t1 ! � � � � � ! � � t i ! � �

� � � ein n existiert, so da� tn keinen � � -Redex mehr enth•alt, und damit bricht
die Folge nach dem n-ten Schritt ab.) �

Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arb eit Kalk •ule vorstellen, die die � -
und � -Regeln durch neueRegelnmit expliziten Substitutionen ersetzen.Dabei
interessiert uns dann, ob die Eigenschaft der starken Normalisierung erhalten
bleibt.

De�nition 2.2.26 (Bew ahrung der stark en Normalierung) Ein Reduk-
tionssystem (A; ! ) (mit einer Grundmenge A, auf der � - und � -Reduktion
de�niert sind) bewahrt starke Normalisierung (PSN: preservesstrong norma-
lisation ), falls jeder Term, der stark ! � -normalisierend ist, auch stark ! -
normalisierend ist.

Satz 2.2.27 (Ch urc h, Rosser, [CR35 , HS86])
! � � hat die Church-Rosser-Eigenschaft. (D.h.: Wenn zwei Terme � � -•aquiva-
lent sind, dann k•onnen sie auf den gleichen Term reduziert werden.) �

Wir erhalten daraus das Resultat, da� es zu jedem Term eine (bis auf � -
Konversion) eindeutige � � -Normalform gibt. Man kann zwei Terme auf •Aqui-
valenz testen, indem man ihre Normalformen ausrechnet und vergleicht.

Die beiden obigen S•atze gelten entsprechend f•ur � - bzw. � -Konversion.

De�nition 2.2.28 ( � -Normalform) F•ur einen Term t sei t#� seineeindeu-
tige � -Normalform. �

Dann erhalten wir als Anwendung der obigen S•atze: s  !� � t ( ) s#� = t#� .

De�nition 2.2.29 (Kopfsym bol, atomar)
In einem Term t = �x 1 : : : xn :(a e1 : : : em ) (mit Termen a;e1; : : : ; en ) hei�t a
das Kopfsymbol und wird mit H ead(t) bezeichnet. Ein Unterterm a in einem
Term t hei�t atomar, falls a eine Funktionskonstante, eine gebundeneVariable
oder eine in t freie Variable ist. �
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Kon vention 2.2.30 Wir setzeni.a. voraus, da� Terme in � -Normalform sind,
wenn nichts andereserw•ahnt wird. Jeder Term in � -Normalform kann in der
Form �x 1 : : : xn (ae1 : : : em ) (f •ur ein n � 0) dargestellt werden, wobei der Kopf
a atomar ist und die Terme e1; : : : ; em ebenfalls dieseForm haben. In Analo-
gie zur Notation der Terme erster Ordnung schreiben wir einen solchen Term
�x 1 : : : xn :a(e1; : : : ; em ). �

De�nition 2.2.31 (Binder, Matrix) In einem� -Term � xn :a(em ) hei�en � xn

Binder und a(em ) Matrix desTerms. �

De�nition 2.2.32 (starr, 
exib el) Ein Term, dessenKopf eine Funktions-
konstante oder einegebundeneVariable ist, hei�t ein starrer Term. Ist der Kopf
eine freie Variable, hei�t der Term 
exibel. �

Beispiel 2.2.33 Der Term �x:F (�y :y(x; a); c) ist 
exib el, aber seinUnterterm
�y :y(x; a) ist starr.

Lemma 2.2.34 ([Bar84 ])
F•ur zwei Terme s und t gilt:

s ! �
� � t ( ) 9u s ! �

� u ! �
� t: �

Dies erm•oglicht uns, in zwei Schritten auf � � - •Aquivalenz zu testen: (1) Re-
duktion der Terme auf � -Normalform und (2) Test dieser Normalformen auf
� - •Aquivalenz (s  !� � � t ( ) s#�  !� � t#� ). Somit l•a�t sich � -Konversion

"
ausfaktorisieren\ , indem wir � - •Aquivalenzklassenvon Termen betrachten. Im

folgenden suchen wir nach einer Darstellung dieser Klassen durch kanonische
Vertreter.

De�nition 2.2.35 ( � -expandiert) Seie = � xn :a(em ) ein Term in � -Normal-
form vom Typ � 1; : : : ; � n ; � n+1 ; : : : ; � n+ k ! � mit Grundt yp � 2 T0. Die � -
expandierte Form von e, bezeichnet mit e" � , erh•alt man durch Hinzunahme k
neuerVariablen passendenTyps zu Binder und Matrix desTermsund rekursives
Anwendender selben Entwicklung auf die Unterterme, so da� man

e" � = �x 1 : : : xnxn+1 : : : xn+ k :a(e1 " � ; : : : ; em " � ; xn+1 " � ; : : : ; xn+ k " � )

erh•alt, wo � (xn+ i ) = � n+ i f•ur 1 � i � k. �

De�nition 2.2.36 (lange � � -Normalform) Die lange � � -Normalform t l �
�

einesTerms t ist die � -expandierte Form der � -Normalform von t. �

Die � -expandierte Form ist die Normalform unter der inversenOperation zur
� -Reduktion (so da� e " � ! �

� e) und ist nur de�niert, wenn e bereits in � -
Normalform ist. Man kann zeigen,da� in � -expandierter Form jedesAtom auf
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so viele Argumente angewandt wird, wie sein Typ erlaubt, und da� die Typen
der Matrizen aller Unterterme Grundt ypen sind. DieseForm ist n•utzlicher als
die � -Normalform, weil sodie Typen desTermsund aller Unterterme expliziter
sind. Daher ist eseine angenehmesyntaktische Konvention f •ur die Darstellung
der Kongruenzklassenaller Terme, die modulo der � -Regel gleich sind. Durch
Terminduktion kann man zeigen,da� dieseexpandierten Terme immer existie-
ren und (bis auf � -Konversion) eindeutig sind, so da� f •ur zwei Terme s und t
in � -Normalform gilt: s  !� � t ( ) s " � = t " � . Damit erh•alt der Satz von
Church und Rosserdie folgendeForm:

Satz 2.2.37 ([Hue76])
F•ur Terme s und t gilt: s  !� � � t ( ) sl �

� = t l �
� . �

De�nition 2.2.38 (L exp ; L � ) L exp sei die Menge aller � -expandierten For-
men, d.h. L exp := f el �

� j e 2 L g.
L � sei die kleinste Teilmengevon L , die L exp enth•alt und unter Funktionsan-
wendung und � -Abstraktion abgeschlossenist, d.h. f •ur e1; e2 2 L � sind auch
(e1e2) und �x:e 1 in L � . �

Die wesentlichen Eigenschaften von L exp und L � , die uns erlauben, uns auf
� -expandierte Formen zu beschr•anken, sind:

Lemma 2.2.39 (Absc hlu�eigensc haften, [Hue76])
F•ur jede Variable x und jedesPaar e;e0 von Termen passendenTyps gilt:

1. e;e0 2 L exp =) (�x:e ) 2 L exp und (ee0)#� 2 L exp;

2. e 2 L � =) e#� 2 L exp;

3. e;e0 2 L � =) (�x:e ) 2 L � und (ee0) 2 L � ;

4. e 2 L � ; e ! �
� e0 =) e0 2 L � ;

5. e;e0 2 L � =) f x 7! ege0 2 L � . �

Diese Abschlu�eigenschaftenvon L � (von denen nicht alle von der Menge der
� -Normalformen erf•ullt werden) erlauben formal, da� wir die � -Regel im fol-
gendenAbschnitt •uber Uni�k ation implizit lassen,indem wir eineMethode der
Uni�k ation h•oherer Ordnung in der Sprache L � entwickeln, und da� wir explizit
� -Konversion nur als Berechnungsregelbetrachten.

Wir formalisieren nun den generellenBegri� der Substitution von � -Termenf •ur
freie Variablen im � � -Kalk •ul. Danach zeigenwir, wie diese•uber L exp speziali-
siert werden kann.
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De�nition 2.2.40 (Substitution, Tr •ager, eingef •uhrte Variablen)
Eine Substitution ist eine (totale) Funktion � : V ! L , soda� � (x) 6= x nur f •ur
endlich viele x 2 V gilt, und � typerhaltend ist, d.h. � (� (x)) = � (x) f •ur alle
x 2 V .
Ist � eine Substitution, dann hei�t Dom(� ) := f x j � (x) 6= xg der Tr •ager
(domain, support ) von � . Die Substitution mit leeremTr•ager hei�t Identit •ats-
substitution oder einfach Identit •at und wird mit I d bezeichnet. Die Mengeder
von � eingef•uhrten Variablen ist Rng(� ) := I (� ) :=

S
x2 D om(� ) F V (� (x)) (ran-

ge). �

Substitutionen sind also totale Funktionen, die fast •uberall trivial sind (d.h.
nur auf einer endlichen Mengevon Variablen nicht-trivial).

Wennder Tr•agereinerSubstitution � die Mengef x1; : : : ; xn g ist und t i = � (x i ),
dann schreibenwir � = f x1 7! t1; : : : ; xn 7! tng und � (u) = f x1 7! t1; : : : ; xn 7!
tngu.

De�nition 2.2.41 (um benennend, Einsc hr •ankung)
Eine Substitution � hei�t umbenennendweg von W , falls � (x) f •ur jedes x 2

Dom(� ) eine Variable ist, I (� ) \ W = ? und f•ur x; y 2 Dom(� ) gilt: � (x) � !
�

� (y) =) x = y. Wenn W unwichtig ist, hei�t � einfach umbenennend. Die
Einschr•ankung einer Substitution � auf eine Menge W 0, bezeichnet als � jW 0,
ist die Substitution � 0, f•ur die gilt: � 0 = � auf W 0, � 0 = I d sonst.
Statt

"
umbennendeSubstitution\ sagenwir auch kurz Umbenennung. �

De�nition 2.2.42 (Fortsetzung b� ) Sei � � x := � jD om(� )nf xg. F•ur jede Sub-
stitution � de�niere die Fortsetzung b� durch:

1. (1) b� (x) = � (x); 8x 2 V ;

2. (2) b� (a) = a;8a 2 �;

3. (3) b� (�x:e ) = �x: d� � x (e);

4. (4) b� ((e1e2)) = (b� (e1)b� (e2)). �

Somit l•a�t eine Substitution au�er den freien Variablen einesTerms alles fest.
Im folgendenwerden wir � und b� identi�zieren.

Man beachte: Durch unsereAnnahme, da� die Mengender freien und gebunde-
nen Variablen stets disjunkt sind, kann esdurch Anwendungeiner Substitution
nie zu einem

"
variable capture\ 1 kommen.

Man kann leicht zeigen,da� der Typ einesTerms durch Substitutionen nicht
ge•andert wird.

1Variable capture tritt auf, wenn nach dem Anwenden der Substitution eine urspr •unglich
freie Variable gebunden wird: in f y 7! xg�x:y darf die freie Variable y nicht durch x ersetzt
werden.
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Bemerkung 2.2.43 Es ist wichtig, da� mit � (e) stets das Resultat nach An-
wenden der Substitution � auf e ohne � -Reduktion gemeint ist; mit � (e) #�

bezeichnen wir das Resultat von Anwendung der Substitution und anschlie-
�ender � -Reduktion. Dieseun•ubliche Trennung zwischen Substitution und an-
schlie�ender � -Reduktion ist n•utzlich, da wir sp•ater die genauenE�ekte dieser
beiden Operationen auf � -Terme untersuchen wollen. �

De�nition 2.2.44 (V ereinigung, Komp osition zweier Substitutionen)
Die Vereinigung der zwei Substitutionen � und � mit disjunkten Tr•agern (Dom
(� ) \ Dom(� ) = ? ) ist de�niert durch:

(� [ � )(x) :=

8
>><

>>:

� (x); x 2 Dom(� )

� (x); x 2 Dom(� )

x; sonst

Die Komposition (Hintereinanderausf•uhrung) von � und � ist die Substitution
� � � , die durch � � � (x) := b� (� (x)) de�niert ist. Achtung: Die Schreibweiseist
andersals gebr•auchlich: In � 1 � � � � � � n (x) wird die am weitesten links stehende
Substitution � 1 zuerst ausgef•uhrt. �

De�nition 2.2.45 (gleic h •uber W , allgemeiner •uber W , unabh •angig)
Es seiW eineMengevon Variablen. Zwei Substitutionen � ; � hei�en gleich •uber
W , in Zeichen � = � [W ], falls 8x 2 W; � (x) = � (x). � und � hei�en � -gleich •uber
W , in Zeichen � = � � [W ], falls 8x 2 W; � (x)  !� � � (x) bzw. � (x)#� = � (x)#� .
Die Relationen = � und = � � werdenentsprechend unter Nutzung von  !� � und
 !� � � de�niert.
� hei�t allgemeiner als � •uber W , in Zeichen � � � [W ], falls es eine Substi-
tution � gibt, so da� � = � � � [W ], und wir de�nieren � � � � [W ], falls es
eine Substitution � 0 gibt, so da� � = � � � � 0 [W ]. Analog werden � � und � � �

de�niert. Wenn W die Mengealler Variablen ist, lassenwir das
"
[W ]\ weg.

� und � hei�en unabh•angig, falls weder � � � � � noch � � � � � . �

Der Vergleich von Substitutionen modulo � -, � - und � � -Konversion wird durch
das folgendeLemma gerechtfertigt, welches durch einfache Terminduktion be-
wiesenwerden kann:

Lemma 2.2.46 ([SG89 ])
Es seien� und � zwei beliebigeSubstitutionen, soda� entweder � = � � , � = � �

oder � = � � � . Dann gilt f•ur jeden Term u (jeweils) � (u) � !
�

� (u), � (u) � !
�

� (u) bzw. � (u) � !
� �

� (u). �

De�nition 2.2.47 (normalisiert) Eine Substitution � hei�t normalisiert ,
falls f•ur jede Variable x 2 Dom(� ) gilt: � (x) 2 L exp. �
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O.B.d.A. k•onnen wir annehmen,da� es in keiner normalisierten Substitution
eine Bindung x 7! x " � f•ur eine Variable x gibt. Eine normalisierte, umbenen-
nende Substitution hat die Form f x i 7! y1 " � ; : : : ; xn 7! yn " � g; wendet man
dieseSubstitution an und � -reduziert dann, soist der E�ekt eineUmbenennung
der Variablen x1; : : : ; xn in y1; : : : ; yn . Das folgendeKorollar von Lemma 2.15
zeigt, warum essinnvoll ist, normalisierte Substitutionen zu verwenden:

Korollar 2.2.48 ([SG89]) Ist � eine normalisierte Substitution und e 2 L exp,
dann gilt � (e) 2 L � und � (e)#� 2 L exp. �

Wenn � und � normalisiert sind, dann gilt � = � � � ( ) � = � . Wenn � zu
� 0 normalisiert wird, dann gilt � 0= � � � .

Kon vention 2.2.49 Ab jetzt nehmenwir i.a. an, da� Substitutionen normali-
siert sind. Dadurch k•onnenwir Substitutionen modulo � - •Aquivalenzvergleichen
(! rausfaktorisieren), so da� wir z.B. statt � � � � � verwendenk•onnen.
Die Komposition zweier normalisierter Substitutionen ist nicht automatisch
normalisiert, z.B. ist f F 7! �x:G (a)g � f G 7! �y :yg = f F 7! �x: (�y :y)a;G 7!
�y :yg, und nicht = f F 7! �x:a; G 7! �y :yg. �

De�nition 2.2.50 (idemp oten t) Eine Substitution � hei�t idempotent, falls
� � � = � � � . �

Eine hinreichendeBedingung f•ur Idempotenz gibt das

Lemma 2.2.51 ([SG89 ])
Eine Substitution � ist idempotent, wenn I (� ) \ Dom(� ) = ? . �

Da� wir o.B.d.A. nur mit idempotenten Substitutionen arbeiten k•onnen, besagt
das folgendeResultat, welches zeigt, da� jede Substitution (bis auf Umbenen-
nungen) zu einer idempotenten Substitution •aquivalent ist.

Lemma 2.2.52 ([Sn y88 ])
F•ur jede Substitution � und eine Menge von Variablen W � Dom(� ) gibt es
eine idempotente Substitution � 0, so da� Dom(� ) = Dom(� 0); � � � � � 0 und
� 0 � � � � [W ]. �

De�nition 2.2.53 (Multimenge, Vereinigung von Multimengen)
Eine Multimenge •uber einerMengeA ist eineungeordneteFolgevon Elementen
von A, in der ein Element auch mehrmals auftreten darf. Formaler ist eine
Multimenge •uber A eineFunktion M : A ! N0 , soda� ein Element a 2 A exakt
n-mal in M auftritt, falls M (a) = n. a geh•ort nicht zu M , wenn M (a) = 0, und
wir schreiben a 2 M ( ) M (a) > 0. Die Vereinigung von zwei Multimengen
M 1; M 2, in Zeichen M 1 [ M 2, ist de�niert durch (M 1 [ M 2)(a) := M 1(a)+ M 2(a).

�
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Um Verwechslung von Mengen und Multimengen zu vermeiden, werden wir
immer genau angeben, wann ein Objekt eine Multimenge sein soll. Man be-
achte, da� Mengen-Vereinigungund Multimengen-Vereinigungunterschiedliche
Begri�e sind, da z.B. f•ur eine nichtleere Multimenge A gilt: A [ A 6= A.

2.3 Uni�k ation

2.3.1 Einf •uhrung

Die Uni�k ation besch•aftigt sich mit dem Problem, zu zwei Termen e1; e2 eine
Substitution � zu �nden, so da� � (e1) und � (e2) gleich modulo einer Gleich-
heitstheorie sind. Wir pr•asentieren den Ansatz aus [SG89], in dem { ausgehend
von � -Termenerster Ordnung { ein Transformationssystemzur Uni�k ation von
einfach getypten [Chu40] � -Termen h•oherer Ordnung hergeleitet wird.

Beispiel 2.3.1 Seiene1 = f (x; f (h(x; g(x)) ; x0)), e2 = f (x; f (h(f (y); z); y0)).
Wir schreiben diesebeiden Terme als Termpaar

hf (x; f (h(x; g(x)) ; x0)) ; f (x; f (h(f (y); z); y0)) i :

Nun haben beideTermedasFunktionssymbol f als Kopfsymbol. Eine Substitu-
tion kann diesesSymbol nicht •andern, alsogilt: � ist genaudann ein Uni�k ator
f•ur das obige Paar, wenn � paarweisedie Unterterme (hier: Argumente von f )
uni�ziert, also

hx; xi ; hf (h(x; g(x)) ; x0); f (h(f (y); z)i ; hx0; y0i :

Aus diesemBeispiel ergibt sich die generelleTransformationsregel

f hf (u1; : : : ; un ); f (v1; : : : ; vn )i g [ S =) f hu1; v1i ; : : : ; hun ; vn i g [ S;

die wir Termzerlegung nennen.Wenn wir dieseRegelnoch zweimal anwenden,
erhalten wir

hx; xi ; hx; f (y)i ; hg(x); zi ; hx0; y0i :

Nun ist dasPaar hx; xi bereits uni�ziert, und wir k•onnen auf dieseInformation
verzichten. Es ergibt sich

hx; f (y)i ; hg(x); zi ; hx0; y0i :

Die entsprechendeallgemeineRegel ist

f hu; ui g [ S =) S
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Diese beiden Transformationen vereinfachen ein System, ohne die Menge der
L•osungenzu beein
ussen:Die L•osungsmengeist invariant unter diesenTrans-
formationen.

Jeder m•ogliche Uni�k ator mu� x auf einen Term abbilden, der mit dem Funk-
tionssymbol f anf•angt. Mit anderenWorten: die Bindung f•ur x wird die Form
f (t) f•ur einen Term t haben. Wir f•uhren nun eine partielle Bindung f•ur x ein,
da wir noch nicht die endg•ultige Bindung kennen,wir erg•anzen also hx; f (x1)i
mit einer neuenVariablen x1:

hx; f (x1)i ; hx; f (y)i ; hg(x); zi ; hx0; y0i :

Nun eliminieren wir x im Rest des Systems,indem wir •uberall x durch f (x1)
ersetzen:

hx; f (x1)i ; hf (x1); f (y)i ; hg(f (x1)) ; zi ; hx0; y0i :

Nach einem weiteren Termzerlegungsschritt erhalten wir

hx; f (x1)i ; hx1; yi ; hg(f (x1)) ; zi ; hx0; y0i :

Insgesamt nennen wir dies einen Imitationsschritt . Die allgemeineImitations-
regel zum partiellen Au
 •osennach einer Variablen ist:

Wenn x im Term f (t1; : : : ; tn ) nicht auftritt, dann

fhx; f (t1; : : : ; tn )ig [ S

=) fhx; f (y1; : : : ; yn )i ; hf (y1; : : : ; yn ); f (t1; : : : tn )ig [ S0;

wo die yi neueVariablen sind, die nirgendsauftauchen und S0 = f x 7! f (y1; : : : ;
yn )gS. (Bemerkung: Wenn x in f (t1; : : : ; tn ) auftauchen w•urde, w•are das Sy-
stem nicht uni�zierbar.) Damit dieseRegel nicht mehrfach angewendet wird,
erlauben wir ihre Anwendungnur, wenn x in S vorkommt (vergleiche De�nition
2.3.7).

Allgemein: •Ahnlich dem Einsetzungsverfahren bei Gleichungssystemenbrau-
chen wir eine Methode, um unser Systemnach einzelnenVariablen aufzul•osen:
Wenn wir ein Paar hx; t i haben, in dem x in t nicht vorkommt, dann k•onnen
wir in allen anderenPaaren x durch t ersetzen:

fhx; t ig [ S =) fhx; t ig [ f x 7! tgS

wo f x 7! tgS erhalten wird, indem auf jeden Term in S die Substitution
f x 7! tgS angewendet wird. Wir nennendieseRegelVariablenelimination und
erhalten in unseremBeispiel

hx; f (y)i ; hx1; yi ; hg(f (y)) ; zi ; hx0; y0i :
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Wir sagen:dasPaar hx; t i ist in einemSystemS gel•ost, wenn x weder in t noch
in S auftritt. In diesemSinne ist das letzte Systemgel•ost, da alle Paare gel•ost
sind. Als Uni�k ator k•onnen wir nun f x 7! f (y); z 7! g(f (y)) ; x0 7! y0g angeben.

Bis hier haben wir nur Terme erster Ordnung behandelt. Im wesentlichen wol-
len wir aber Terme h•oherer Ordnung uni�zieren: dies sind Terme, bei denen
Variablen auch einen funktionalen Typ haben k•onnen. Dazu benutzen wir den
� -Kalk •ul.

Beispiel 2.3.2 Wir betrachten S = fhF (f (a)) ; f (F (a)) ig, wobei F eine funk-
tionale Variable ist (z.B. int ! int ). Ein Uni�k ator ist � = f F 7! �x:f (x)g:

� (F (f (a))) = (�x:f (x)) f (a) ! � f (f (a)) �  f (( �x:f (x))a) = � (f (F (a))) :

Es gibt aber noch weitere Uni�k atoren, z.B. � = f F 7! �x:f k(x)g f•ur k � 0.

Im Fall erster Ordnung habenwir partielle Bindungen der Form f x 7! f (y1; : : : ;
yn )g betrachtet, wo y1; : : : ; yn Variablen (erster Ordnung) waren. Wir m•ussen
nun die Imitationsbindung f (y1; : : : ; yn ) auf den Fall h•oherer Ordnung verall-
gemeinern.Dazu betrachten wir partielle Bindungen der Form

f F 7! �x 1 : : : xk :a(Y1(x1; : : : ; xk ); : : : ; Yn (x1; : : : ; xk ))g;

wo Y1; : : : Yn Variablen (h•oherer Ordnung) sind und a atomar (d.h. Konstan-
te oder Variable) ist. Dabei kann a auch eine funktionale Variable sein, und
an die Stelle der yi treten Ausdr•ucke Yi (x1; : : : ; xk ), da die Unterterme auch
Funktionen in x1; : : : xk sein k•onnen.

In unseremzweiten Beispiel h•atte einepartielle Bindung f•ur F , die dasSymbol
f imitiert, die Form �x:f (Y (x)), so da� wir fhF (f (a)) ; f (F (a)) ig in

fhF; �x:f (Y (x)) i ; hf (Y (f (a))) ; f (f (Y (a))) ig

transformieren w•urden. (Hierbei haben wir bereits einen � -Reduktionsschritt
angewandt.) Nach Termzerlegungergibt sich

fhF; �x:f (Y (x)) i ; hY (f (a)) ; f (Y (a)) ig:

Leider reicht dieseImitationsregel nicht aus,um die Bindungen aufzubauen:Su-
chen wir nun einepartielle Bindung f•ur Y , stehenwir vor dem gleichen Problem
wir bei F , wennwir immer weiter imitieren, erhalten wir einenicht abbrechende
Folgevon Transformationen.DiesesProblem ergibt sich, da Termeh•ohererOrd-
nung Variablen als erstesSymbol haben k•onnen, und unsereTransformationen
m•ussenBindungen wie z.B. �x:x �nden k•onnen. Wenn wir f•ur �x 1 : : : xk kurz
� xk schreiben, erh•alt unsereneue Regel f•ur das Finden partieller Bindungen
(grob) die Form:

fh� xk :F (u1; : : : ; un ); � xk :a(v1; : : : ; vm )ig [ S =)
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fhF; tig [ �
�

fh� xk :F (u1; : : : ; un ); � xk :a(v1; : : : ; vm )ig [ S
�

;

wo a ein Funktionssymbol, eine Konstante oder Variable ist, und t entweder
eine Imitationsbindung (d.h. t = � yn :a(Y1(yn ); : : : ; Ym (yn ))) oder eine Projek-
tionsbindung (d.h. t = � yn :yi (Y1(yn ); : : : ; Yq(yn ))2 f•ur ein i; 1 � i � n) ist und
� = f F 7! tg.
In unseremBeispiel k•onnen wir fhF (f (a)) ; f (F (a)) ig durch eine Projektions-
bindung in

fhF; �x:x i ; hF (f (a)) ; f (F (a)) ig

transformieren. Wenn wir dann die Substitution f F 7! �x:x g (mit folgender
� -Reduktion) anwenden,erhalten wir

fhF; �x:x i ; hf (a); f (a)ig:

Nach Entfernen destrivialen Paarserhalten wir dasgel•oste SystemfhF; �x:x ig.

2.3.2 Transformationen im Fall erster Ordn ung

Wir werdennun Uni�k ation von Termenerster Ordnung de�nieren und eineab-
strakte Sichtweisedes Uni�k ationsprozessesals ein System nicht-deterministi-
scher Regelnzur Umformung einesUni�k ationsproblemsin eine explizite Dar-
stellung seinerL•osung(falls l•osbar) pr•asentieren; im n•achstenAbschnitt werden
wir dies auf den Fall h•oherer Ordnung ausdehnen.Dieser Ansatz stammt aus
[MM82], tauchte aber implizit schon in Herbrands Arb eit [Her30] auf.
Alle Terme in diesemAbschnitt sind Terme erster Ordnung, also gibt eskeine
� -Abstraktionen, keine Variablen im Kopf von Termen, und f•ur jeden Term t
ist F V(t) die Mengealler Variablen in t. Jeder Term erster Ordnung ist trivia-
lerweisein L exp.

UnsereDarstellung der Uni�k ationsproblemeist die folgende:

De�nition 2.3.3 (T erm-P aar, Uni�k ator, Term-System)
Ein Term-Paar (oder Paar) ist eine Multimenge von zwei Termen (Schreib-
weise hs; t i ). Eine Substitution � hei�t ein Standard-Uni�kator (oder einfach
Uni�kator ) desPaareshs; t i , falls � (s) = � (t). Ein Term-System(oder System)
ist eine Multimenge solcher Paare, und eine Substitution � ist ein Uni�k ator
einesSystems,wenn sie jedes Paar uni�ziert. Die Menge der Uni�k atoren ei-
nesSystemsS wird mit U(S) bezeichnet, und wenn S nur aus dem Paar hs; t i
besteht, bezeichnen wir die MengeseinerUni�k atoren mit U(s; t). �

2Die Anzahl q der Variablen Yq ergibt sich aus dem Typ von yi : Wenn � (yi ) = � 1 ; : : : ; � q !
� ist, f•uhren wir hier q neue Variablen Yj : � j ein.
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De�nition 2.3.4 (mgu (allgemeinster Uni�k ator))
Eine Substitution � ist ein mgu (most general uni�er ) oder allgemeinsterUni-
�kator einesSystemsS, wenn

1. Dom(� ) � F V (S);

2. � 2 U(S);

3. F•ur jedes� 2 U(S) gilt � � � . �

F•ur uni�zierbare Systemegibt esimmer mgu's, und diesesind eindeutig bis auf
Umbenennungen. Wir werden daher von dem mgu einesSystemssprechen, in
Zeichen: mgu(S).

De�nition 2.3.5 (gel •ost, ungel •ost) Ein Paar hx; t i ist in gel•oster Form in
einem System S, und x hei�t in diesemSystem eine gel•oste Variable, wenn x
eineVariable ist, die nirgendwo andersin S auftaucht; insbesonderex =2 F V(t).
Ein System ist in gel•oster Form, wenn alle seinePaare in gel•oster Form sind.
Eine Variable ist ungel•ost, wenn sie in S auftritt aber nicht gel•ost ist. �

Man beachte, da� ein System in gel•oster Form immer eine Menge (keine dop-
pelten Eintr •age) von Paarenist. Die Bedeutungvon Systemenin gel•oster Form
zeigt:

Lemma 2.3.6 ([SG89])
Sei S = f hx1; t1i ; : : : ; hxn ; tn i g ein System in gel•oster Form. Die Substitution
� = f x1 7! t1; : : : ; xn 7! tng ist ein idempotenter mgu von S. Au�erdem gilt
f•ur jeden Uni�k ator � 2 U(S), da� � = � � � . �

Streng genommenist die Substitution � hier mehrdeutig f •ur den Fall, da� min-
destensein Paar in S aus zwei gel•osten Variablen besteht; aber da mgu's als
eindeutig bis auf Umbenennungen betrachtet werden und solche Paare belie-
big umbenannt werden k•onnen, bezeichnen wir dieseSubstitution mit � S. Als
Spezialfall gilt � ? = I d.

Wir zerlegendie Suche nach mgu's folgenderma�en:
Wenn � (u) = � (v), dann ist entweder (i) u = v und keine Uni�zierung n•otig,
oder (ii) u = f (u1; : : : :un ) und v = f (v1; : : : ; vn ) f•ur ein Funktionssymbol
f 2 �, und � (ui ) = � (vi ) f•ur 1 � i � n, oder (iii) u eine Variable, die nicht in
F V (v) liegt oder umgekehrt. Wenn u eine Variable ist, die nicht in F V(v) ist,
dann ist f u 7! vg 2 U(u; v) und f u 7! vg � � . Dehnen wir dies auf Systeme
von Paaren aus, haben wir ein Transformationssystemzur Suche nach mgu's:

De�nition 2.3.7 (System der Transformationsregeln ST ) SeiS ein be-
liebiges System (evtl. leer), f 2 � und u; v zwei Terme. Dann besteht das
TransformationssystemST aus den folgendenTransformationen:
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f hu; ui g [ S =) S (1)

f hf (u1; : : : ; un ); f (v1; : : : ; vn )i g [ S

=) f hu1; v1i ; : : : ; hun ; vn i g [ S (2)

f hx; vi g [ S =) f hx; vi g [ � (S); (3)

wo x eineVariable ist, die in S auftaucht, so da� x =2 F V (v) und � = f x 7! vg.
�

Wir sollten uns daran erinnern, da� SystemeMultimengen sind { also sind die
hier auftretenden VereinigungenMultimengen-Vereinigungen.Damit bedeuten
die Regeln,auf der linken Seiteein einzelnesPaar zu isolieren,dastransformiert
werden soll. Die Regeln (1) - (3) entsprechen den F•allen (i) - (iii) aus der
Vorbemerkung. Transformation (2) hei�t Termzerlegung, und Transformation
(3) hei�t Variablenelimination. Wir schreiben � 2 Unif y(S), wenn eseineFolge
von Transformationen

S =) : : : =) S0

gibt, so da� S0 in gel•oster Form ist und � = � S0. (Wenn keine der Transforma-
tionen angewandt werden kann und das System nicht bereits in gel•oster Form
ist, schl•agt die hier angegebeneProzedur fehl.)

W•ahlt man S = f hu; vi g, dann kann man mit diesemSystemeinenUni�k ator
f•ur zwei Terme u; v suchen.

Beispiel 2.3.8 hf (x; g(a; y)) ; f (x; g(y; x)) i
=) 2 hx; xi ; hg(a;y); g(y; x)i
=) 1 hg(a;y); g(y; x)i
=) 2 ha;yi ; hy; xi
=) 3 ha;yi ; ha;xi :

Diese Transformationen erhalten die logisch invarianten Eigenschaften eines
Uni�k ationsproblemsin folgendemSinn:

Lemma 2.3.9 ([SG89])
Falls S durch eine Transformation aus ST in S0 •ubergeht, dann gilt U(S) =
U(S0). �

Hierbei ist der entscheidendePunkt, da� die wichtigste Eigenschaft einesUni�-
kationsproblems,seineL•osungsmenge,unter diesenTransformationen erhalten
bleibt. Also ist unsereMethode, ein solches Problem in eine triviale (gel•oste)
Form zu transformieren, in der die Existenz einesmgu o�ensichtlich ist, korrekt.

Satz 2.3.10 (Korrektheit, [SG89])
Falls S =) � S0 mit S0 in gel•oster Form, dann gilt � S0 2 U(S). (D.h.: Wenn das
Verfahrenmit einemgel•osten Systemabbricht, dann ist der ablesbareUni�k ator
auch Uni�k ator desAusgangssystemsS.) �
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Satz 2.3.11 (V ollst •andigk eit, [SG89 ])
Sei � 2 U(S). Dann mu� jede Folge von Transformationen

S = S0 =) S1 =) S2 =) : : :

nach endlich vielen Schritten mit einer gel•osten Form S0 abbrechen, so da�
� S0 � � . (D.h.: Das Verfahren terminiert immer und liefert einen Uni�k ator,
der allgemeinerals jeder beliebigeUni�k ator, also ein mgu ist.) �

Setzt man diesezwei S•atze zusammen,sieht man, da� ST immer einen mgu
f•ur ein uni�zierbares Systemvon Termen �ndet.

Manchmal ist esn•utzlich, mit idempotenten Uni�k atoren zu arbeiten, die um-
benennendwegvon einer Menge

"
gesch•utzter\ Variablen sind, aber allgemeinst

•uber der Menge der Variablen desAusgangssystemssind. Die folgendeDe�ni-
tion pr•azisiert dies:

De�nition 2.3.12 (mgu weg von W ) Es seiS ein Systemund W eineMen-
ge

"
gesch•utzter\ Variablen. Dann hei�t eine Substitution � ein mgu von S weg

von W (kurz: mgu(S)[W ]), falls

1. Dom(� ) � F V (S) und I (� ) \ (W [ Dom(� )) = ? ;

2. � 2 U(S);

3. F•ur jedes� 2 U(S) gilt � � � [F V (S)].

(D.h.: ein mgu(S)[W ] ist ein idempotenter mgu(S), der keine der Variablen in
W einf•uhrt.) �

Lemma 2.3.13 ([Sn y88 ])
Sei S ein uni�zierbares System und W eine gesch•utzte Menge von Variablen.
Dann existiert eine Substitution � , die ein mgu(S)[W ] ist. �

2.3.3 Transformationen im Fall h•oherer Ordn ung

Uni�k ationsproblemeh•ohererOrdnung sind komplexer,da esVariablen funktio-
nalen Typs gibt und wir mit Scope und gebundenenVariablen arbeiten m•ussen.
Aus dieser zus•atzlichen syntaktischen Komplexit •at ergeben sich einige wichti-
ge Konsequenzen:Zun•achst ist die Uni�k ation von Termen h•oherer Ordnung
unentscheidbar. Dann gibt es keine mgu's mehr, und wir m•ussenden komple-
xeren Begri� der vollst•andigen Menge von Uni�kator en einf•uhren. Schlie�lic h
kann der Suchraum beim Unterproblem, zwei 
exible Termezu uni�zieren, un-
endlich verzweigen,was eine vern•unftige Implementierung unm•oglich macht.
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De�nition 2.3.14 (Uni�k ator) Die Begri�e Paar und System von Termen

•ubertragen sich vom Fall erster Ordnung. Eine Substitution � ist ein Uni�kator
f•ur zwei � -Terme e1 und e2, falls � (e1)  !� � � � (e2). � uni�ziert ein System S,
wenn � jedes Paar aus S uni�ziert. Die Menge aller Uni�k atoren f •ur S hei�t
U(S), und wie bisher schreiben wir kurz U(s; t), falls S = f hs; t i g. �

Diese De�nition ist allgemeiner, als wir sie ben•otigen werden, da wir unseren
Ansatz in L � entwickeln werden, um � -Konversion ausfaktorisierenzu k•onnen
(vgl. Abschnitt 2). Daher sagenwir f•ur zwei Terme s; t 2 L � , da� eine norma-
lisierte Substitution � in U(s; t) liegt, falls � (s)  !� � � (t) bzw. falls � (s)#� =
� (t)#� .
Ein Termpaar in einem System S ist gel•ost, wenn es die Form hx " � ; t i hat,
wobei die Variable x in S nur einmal auftaucht; S ist gel•ost, wenn jedesPaar
in S gel•ost ist. In Abweichung von der Nutzung der � -expandierten Form wer-
den wir Paare der Form hx" � ; t i als hx; t i darstellen, um ihre Entsprechung zu
Bindungen x 7! t in Substitutionen (im Fall erster Ordnung) hervorzuheben.

Beispiel 2.3.15 Sei u = f (a;g(�x:G (�y :x(b)))) und v = F (�x:x (z)).
Dann liegt � = f F 7! �x 2:f (a;g(x2)) ; G 7! �x 3:x3(z2); z 7! bg in U(u; v), da
� (u)#� = � (v)#� :
� (u) = f F 7! �x 2:f (a;g(x2)) ; G 7! �x 3:x3(z2); z 7! bgf (a;g(�x:G (�y :x(b))))
= f (a;g(�x: [(�x 3:x3(z2))( �y :x(b))]))
! � f (a;g(�x: [(�y :x(b))z2]))
! � f (a;g(�x:x (b))) und
� (v) = f F 7! �x 2:f (a;g(x2)) ; G 7! �x 3:x3(z2); z 7! bgF (�x:x (z))
= (�x 2:f (a;g(x2)))( �x:x (b))
! � f (a;g(�x:x (b)))

De�nition 2.3.16 (Uni�k ationsproblem (n -ter Ordn ung)) Es sei� eine
Mengevon Funktionskonstanten. Dann ist das Uni�kationspr oblem f•ur die von
� erzeugte Sprache L , f•ur beliebige Terme e;e0 2 L zu entscheiden, ob die
Menge U(e;e0) nicht-leer ist. Das Uni�kationspr oblem n-ter Ordnung ist, das
Uni�k ationsproblem f•ur eine beliebigeSprache n-ter Ordnung zu entscheiden.

�

Satz 2.3.17 (Unen tscheidbark eit, [Gol81 ])
Das Uni�k ationsproblem zweiter Ordnung ist unentscheidbar. �

Neben der Unentscheidbarkeit ergibt sich das Problem, da� mgu's nicht mehr
existieren m•ussen.So haben z.B. die zwei Terme F (a) und a die Uni�k atoren
f F 7! �x:a g und f F 7! �x:x g, aber es gibt keinen Uni�k ator, der allgemeiner
alsbeideist. Diesf•uhrt unszu einerErweiterung desBegri�s mgu(S)[W ] auf die
F•alle h•oherer Ordnung, in der wir vollst•andige Uni�katormengen betrachten.
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De�nition 2.3.18 (V ollst •andige Uni�k atormenge)
Zu einemSystemS und einerendlichenMenge

"
gesch•utzter\ Variablen W hei�t

eine Menge U von normalisierten Substitutionen vollst•andige Uni�katormenge
f•ur S weg von W oder kurz CSU(S)[W ] (CSU = completeset of uni�ers ), falls

1. F•ur alle � 2 U gilt Dom(� ) � F V (S) und I (� ) \ (W [ Dom(� )) = ? ,

2. U � U(S),

3. F•ur jedesnormalisierte � 2 U(S) gibt esein � 2 U, soda� � � � � [F V (S)].

Die erste Bedingung hei�t Reinheitsbedingung, die zweite Koh•arenzbedingung
und die letzte Vollst•andigkeitsbedingung. Besteht S nur aus dem Paar hu; vi ,
schreiben wir kurz CSU(u; v) [W ]. Wenn esauf W nicht ankommt, lassenwir

"
[W ]\ weg. �

Da� wir beim ausschlie�lic hen Betrachten normalisierter Substitutionen die All-
gemeinheit nicht verlieren, kann man daran sehen,da� jede Substitution zu
einer normalisierten Substitution � � -gleich ist. Wir geben nun f •ur diesenneuen
Zusammenhangeine Version von Lemma 2.3.13,die zeigt, da� auch Bedingung
1 der obigen De�nition die Allgemeinheit nicht einschr•ankt.

Lemma 2.3.19 ([SG89 ])
F•ur ein beliebigesSystemS, eineSubstitution � und eineMengeW gesch•utzter
Variablen gibt eszu jedem � 2 U(S) eine normalisierte Substitution � , so da�

1. Dom(� ) � F V (S) und I (� ) \ (W [ Dom(� )) = ? ,

2. � 2 U(S),

3. � � � � � [F V (S)] und � � � � � [F V (S)]. �

Dies zeigt, da� f•ur beliebigeS und W die Mengealler normalisierendenUni�k a-
toren, die Bedingungen1 und 2 von De�nition 2.3.18erf•ullen, ein CSU(S)[W ]
ist. Insbesondereverlieren wir nicht die Allgemeinheit, wenn wir im folgenden
nur normalisierte idempotente Uni�k atoren � mit Dom(� ) \ I (� ) = ? betrach-
ten, was unsereDarstellung vereinfachen wird.
Zum Schlu� untersuchen wir die Bedeutung von Systemenin gel•oster Form in
L � :

Lemma 2.3.20 ([SG89 ])
Wenn S = f hx1; t1i ; : : : ; hxn ; tn i g ein System in gel•oster Form ist, dann ist
f � Sg ein CSU(S)[W ] f•ur jedesW mit W \ F V(S) = ? . �

Wir kommen nun zum entscheidendenTeil diesesAbschnittes, in dem wir das
TransformationssystemST auf den Fall h•oherer Ordnung verallgemeinern.
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Wir werdenden Proze� der Uni�k ation h•oherer Ordnung wie folgt untersuchen:
Ohne Einschr•ankung der Allgemeinheit wollen wir annehmen,da� u und v zwei
� -Terme in L exp sind und da� � ein idempotenter normalisierter Uni�k ator f •ur
u und v ist. Also gibt es Folgen von Reduktionen in � -Normalform: � (u) ! �

�

w  �
� � (v). (Man beachte, da� diese Folge trivial ist, wenn alle von dieser

Substitution erzeugten Instanzen von erster Ordnung sind, da es dann keine
� -Reduktion gibt.) Wir werden diese Folge top-down untersuchen, wobei wir
die folgendenf•unf F•alle unterscheiden:

(A) u = v: keine Uni�zierung n•otig (in den •ubrigen F•allen gelte also u 6= v).

(B) In beiden Termen ver•andert keine Substitution den Kopf:
Dann gilt H ead(u) = H ead(v), und wegenu 6= v habenwir juj; jvj > 0. Es
seienu = � xk :a(un ); w = � xk :a(wn ) und v = � xk :a(vn ), wobei n > 0 und
entweder a 2 � ; a = x i f•ur ein i : 1 � i � k, oder a ist eine freie Variable
mit a =2 Dom(� ). Es mu� dann gelten: � (� xk :ui ) ! �

� � xk :wi  �
� � (� xk :vi )

f•ur 1 � i � n, d.h. die Unterterme von u und v werden paarweisevon �
uni�ziert.

(C) Die Terme haben die Form u = � xk :F (xk ); v = � xk :v0 f•ur eine Variable
F und einen Term v0, wobei F =2 F V(v):
In diesemFall mu� gelten � (� xk :F (xk ))  !� � � (� xk :v0) mit F =2 F V (v),
und wenn � = f F 7! � yk :tg [ � 0, dann gilt wegen� (F )  � � (� xk :F (xk )),
da� � (F )  !� � � (� xk :v0), wobei F nicht in v0 auftritt. Somit k•onnen wir
dieselbe Argumentation wie im Fall erster Ordnung anwenden:Setzenwir
� = f F 7! � xk :v0g, dann gilt � = � � � � , da � und � � � sich nur bei F
unterscheiden, aber � (F )  !� � � (� xk :v0) = � � � (F ).
Dies zeigt, da� ein Termpaar dieserForm einenmgu besitzt. (Z.B. werden
�x:F (x) und �x:f (x; z) durch � = f F 7! �y :f (y; a); z 7! ag uni�ziert,
aber � = f F 7! �y :f (y; z)g ist ein mgu.) Dies ist eine Verallgemeinerung
der Variablenelimination f•ur den Fall h•oherer Ordnung, da u (bis auf
� - •Aquivalenz) einfach eine Variable ist, die nicht in F V(v) auftaucht.

(D) Im Kopf nur einesder Terme �ndet eine Substitution statt:
Dieser Term sei o.B.d.A. u (d.h. H ead(w) = H ead(v)). Dann sei u =
� xk :F (un ); v = � xk :a(vm ) f•ur ein Atom a 6= F , welches entweder eine
Funktionskonstante, eine gebundeneVariable oder eine freie Variable =2
Dom(� ) ist. Um die beidenTerme zu uni�zieren, mu� an einer Stelle der
� -Reduktionsfolge von � (u) nach w der Kopf von u zu a werden. Daf•ur
gibt es zwei M•oglichkeiten: Entweder Imitation des Kopfes von v durch
Substitution einesTermesf•ur F , dessenKopf a ist, oder Substitution eines
Termesf•ur F , der auf einen Unterterm von v projiziert (d.h. esgibt in v
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einen Unterterm, dessenKopf dann gematcht werden kann). Projektion
ist nur m•oglich, wenn F vom Typ h•oherer Ordnung ist. Wir betrachten
im folgendendiesebeiden F•alle.

{ Imitation : Die Substitution f•ur F matcht das Kopfsymbol von v
durch Imitieren desKopfsymbols a, wo a 2 � oder a =2 Dom(� ) eine
freie Variable ist (wie in Beispiel 2.3.15:u = f (a;g(�x:G (�y :x(b)))),
v = F (�x:x (z)) ; � = f F 7! �x 2:f (a;g(x2)) ; G 7! �x 3:x3(z2); z 7!
bg). Also gilt � (F ) = � zn :a(r m ) f•ur Terme r m , und wir haben eine
Reduktionsfolgeder Form

� (u) = � (� xk :(( � zn :a(r m ))un ))

! � � (� xk :a(r 0
m )  !� � � (� xk :a(vm )),

wo r 0
i = f z1 7! u1; : : : ; zn 7! ungr i f•ur 1 � i � m. (Wegen der

Idempotenz von � instanziieren wir in dieserFolge zur Anschauung
den Term u nur teilweisemit der Bindung f•ur den Kopf F .)

{ Projektion: Die Substitution f•ur F versucht, das Kopfsymbol a von
v durch Projektion auf einen Unterterm von u zu matchen. Es gibt
drei Arten, dieszu tun, in Abh•angigkeit vom Kopfsymbol desTerms,
auf den projiziert wird.
Zun•achst k•onnte ein Unterterm von u den Kopf a besitzenund das
Matchen erlauben: z.B. werden F (�x:f (x; c)) und f (b;c) durch die
Substitution f F 7! �y :y(b)g (hier ist also f das Kopfsymbol) uni�-
ziert.
Die zweite M•oglichkeit f•ur eineProjektion ist, da� vielleicht ein Un-
terterm von u 
exib el ist (d.h. sein Kopf ist eine freie Variable) {
dann k•onnen wir versuchen, diesen Kopf mit v zu matchen. Z.B.
werden F (�x:G (x; a)) und b durch f F 7! �y :y(b); G 7! �x 1x2:x1g
uni�ziert.
Die dritte M•oglichkeit ist, da� der Unterterm selbst eine Projekti-
on ist, und nach einer Reihe von Reduktionsschritten entsteht ein
Term, der entweder 
exib el ist oder dessenKopf a ist, so da� wir
matchen k•onnen. Z.B. uni�ziert � = f F 7! �y 1:y1(�y 2:y2(a))g die
beiden Terme u = F (�x 1:x1(�x 2:f (x2))) und v = f (a) auf folgende
Art:
� (u) = [�y 1:y1(�y 2:y2(a))] �x 1:x1(�x 2:f (x2))
! � [�x 1:x1(�x 2:f (x2))] �y 2:y2(a)
! � (�y 2:y2(a)) �x 2:f (x2)
! � (�x 2:f (x2))a
! � f (a) = � (f (a)).
Wenn wir den Kopf eines
exiblen Terms u = � xk :F (un ) durch ei-
ne Projektion ersetzen,sind wir durch den Typ von F darauf be-
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schr•ankt, auf einen Unterterm ui zu projizieren, der den Typ von u
erh•alt. Insbesondere{ da wir F nur durch einen Term vom gleichen
Typ ersetzenk•onnen, und da Uni�k ation nur f•ur Termedesgleichen
Typs de�niert ist { gilt: Ist � (u) = � (v) = � 1; : : : ; � k ! � , dann mu�
� (ui ) ein Typ der Form 
 1; : : : ; 
 m ! � sein,damit dasErgebnisder
Projektion den Typ von u erh•alt. Also mu� der Typ der Matrix (in
t = � xk :e ist e die Matrix von t) von ui gleich dem von u sein, und
die Substitution mu� f•ur alle Variablen im � -Binder von ui Argu-
mente zur Verf•ugung stellen. Wenn also � (F ) = � zn :zi (rm0) f•ur ein
i : 1 � i � n ist, dann mu� ui die Form ui = � ym0:u0

i haben, wobei
die Matrix von u0

i den selben Typ hat wie die Matrizen von u und v.
In diesemFall kann der Kopf a von u eine Funktionskonstante, eine
freie Variable oder eine gebundeneVariable (d.h. einesder x i ) sein,
und damit haben wir eine Reduktionsfolgeder Form

� (u) = � (� xk :[� zn :zi (rm0))un ]) ! � � (� xk :[(� ym0:u0
i )r

0
m0])

! �
� � (� xk :a0(tp))  !� � � (� xk :a(vm )) ;

wo r 0
i = f z1 7! u1; : : : ; zn 7! ungr i f•ur 1 � i � m0; � xk :a0(tp) =

(� xk :[(� ym0:u0
i )r

0
m0])#� und entwedera0 = a oder a einefreie Variable

aus Dom(� ) ist.

(E) In den K•opfen beider Terme treten Substitutionen auf:
Dann sei u = � xk :F (un ) und v = � xk :G(um ) mit F; G 2 Dom(� ). Hier
m•ussenwir eventuell die beiden K •opfe F und G matchen, aber daf•ur
haben wir viele M•oglichkeiten. Um unsereAnalyse zu vereinfachen, ver-
suchen wir, diesenFall (falls m•oglich) auf den vorangegangenenFall zu
reduzieren. O.B.d.A. konzentrieren wir uns auf die Bindung, die f •ur die
Variable F gemacht wurde. Dann gibt eszwei Unterf •alle.

(i) � ersetztF durch einenNicht-Pro jektionsterm, z.B. � (F ) = � zn :a(sp),
wo a 6= G keinegebundeneVariable ist (und wegenIdempotenznicht
in Dom(� ) ist), und verursacht dann (eventuell) eine � -Reduktion,
wonach wir das Ergebnis gem•a� Fall (D) untersuchen k•onnen.

(ii) � ersetzt F durch einen Projektionsterm (der den oben diskutierten
Typerhaltungsbedingungengen•ugt), z.B. � (F ) = � zn :zj (tq). Wenn
dann nach Reduktion in Normalform das Kopfsymbol entweder ei-
ne Funktionskonstante, eine gebundeneVariable oder eine Variable,
die nicht in Dom(� ) liegt, ist, k•onnen wir das Ergebnis mit Fall (D)
untersuchen. Ist der Kopf eine Variable in Dom(� ), k•onnen wir (re-
kursiv) Fall (E) auf dieseneuenTerme anwenden.
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Durch rekursives Anwenden dieser Analyse auf die erzeugten Unterprobleme
k•onnen wir jede Bindung und jede � -Reduktion der Originalsequenzbestim-
men. Dies bildet die Grundlage f•ur die folgendeMengevon Transformationsre-
geln, welche Uni�k atoren durch den

"
inkrementellen\ Aufbau von Bindungen

�ndet, wobei siepartielle Bindungen benutzt. In obigemFall (D) bedeutet dies,
da� esnur eine endliche Anzahl von Wahlm•oglichkeiten f•ur eine partielle Bin-
dung gibt, weil es nur eine m•ogliche Imitation und nur eine endliche Anzahl
m•oglicher Projektionen gibt. In Fall (E) ist dies leider falsch. In [Hue76] wird
gezeigt, da� zwei 
exible Terme nicht notwendig einen endlichen CSU besit-
zen m•ussen,und tats•achlich kann eseine unendliche Mengevon unabh•angigen
Uni�k atoren geben, welche 
exible Terme als Bindungen enthalten, so da� es
selbst, wenn wir nur versuchen, das oberste Funktionssymbol der Bindung zu
�nden, eine unendliche Anzahl von Wahlm•oglichkeiten geben kann, da es f•ur
jeden Typ immer eine unendliche Menge von Funktionsvariablen gibt. Sogar
wenn esnur eineendliche Mengevon Funktionskonstanten in der Sprache gibt,
ist es nicht m•oglich, den Nichtdeterminismus diesesFalles allgemein auf eine
endliche Zahl von Wahlm•oglichkeiten f•ur partielle Bindungen zu reduzieren,
also mu� der Suchbaum unendlich verzweigen.

Eine vollst•andige Uni�k ations-Prozedur mu� zu einem beliebigen System S
von TermenausL exp und einer normalisierten Substitution � 2 U(S) stets eine
Substitution � �nden, so da� � 2 U(S) und � � � � [F V (S)]. Die grundlegende
Idee der Transformationsmethode ist, zu gegebenem � 2 U(S),

"
St•ucke\ von

� zu �nden, indem wir gel•oste Paare hx; t i �nden, f•ur die � (x)  !� � � (t) gilt;
in diesemFall k•onnen wir mit einer Argumentation, die der aus Lemma 2.3.20

•ahnelt, schlie�en, da� � = � f x 7! tg� � , und wenn wir ausreichend viele solcher
Paare �nden, erreichen wir schlie�lic h � = � f x1 7! t1g � � � � � f xn 7! tng,
wobei � ein Uni�k ator f•ur S ist, der allgemeiner als (oder •aquivalent zu) �
ist. In anderen Worten: wir approximieren � sukzessive, bis die Substitution
gen•ugend aufgebaut ist, so da� sie S uni�ziert. Dies tun wir durch

"
Au
 •osen\

von Variablen (wie im Fall (C) ) oder durch Benutzen von Approximationen
f•ur individuelle Bindungen, die wir partiel le Bindungen nennen(Methode von
Huet):

De�nition 2.3.21 (partielle Bindung, allgemeiner 
exibler Term)
Eine partiel le Bindung vom Typ � 1; : : : ; � n ! � (f •ur einenGrundt yp � ) ist ein
Term der Form

� yn :a
�

� z1
p1

:H1(yn ; z1
p1

); : : : ; � zm
pm

:Hm (yn ; zm
pm

)
�

f•ur ein Atom a, wobei
(1) � (yi ) = � i f•ur 1 � i � n,
(2) � (a) = 
 1; : : : ; 
 m ! � , mit 
 i = ' i

1; : : : ; ' i
pi

! 
 0
i f•ur 1 � i � m,
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(3) � (zi
j ) = ' i

j f•ur 1 � i � m und 1 � j � pi ,
(4) � (H i ) = � 1; : : : ; � n ; ' i

1; : : : ; ' i
pi

! 
 0
i f•ur 1 � i � m.

Dabei sind 
 0
1; : : : ; 
 0

m Grundt ypen. Die unmittelbaren Unterterme der parti-
ellen Bindung (d.h. die Argumente des Atoms a) hei�en allgemeine 
exible
Terme. �

Man beachte, da� diesepartiellen Bindungen durch ihren Typ und ihr Kopf-
symbol a eindeutig (bis auf Umbenennung der freien Variablen) festgelegtsind.

De�nition 2.3.22 (Imitationsbindung, Pro jektionsbindung, Varian te,
passend) Eine partielle Bindung gem•a� De�nition 4.8 hei�t Imitationsbindung
f•ur a, falls a eine Funktionskonstante oder eine freie Variable ist. Siehei�t eine
i -te Projektionsbindung, falls a eine gebundeneVariable yi f•ur ein i : 1 � i � n
ist. Eine Variante einer partiellen Bindung t ist ein Term � (t)#� , wobei � eine
Umbenennung der Menge H 1; : : : ; Hm der freien Variablen in den K•opfen der
allgemeinen
exiblen Terme in t ist, die weg von allen Variablen im Kontext,
in dem t benutzt wird, ist. F•ur eine beliebige Variable F hei�t eine partielle
Bindung t passendzu F , falls � (t) = � (F ). Eine Imitationsbindung ist passend
zu � xk :F (un ), falls sie passendzu F ist. �

Um die auftretenden Ausdr•ucke klein zu halten, erweitern wir unserevektorar-
tige Schreibweiseauf partielle Bindungen in der Form

� yn :a(� zpm :Hm (yn ; zpm ))

:= � yn :a
�

� z1
p1

:H1(yn ; z1
p1

); : : : ; � zm
pm

:Hm (yn ; zm
pm

)
�

.

EntsprechendunsererobengegebenenAnalyseder Uni�k ation h•ohererOrdnung
haben wir die folgendeMengevon Transformationen:

De�nition 2.3.23 (System der Transformationsregeln HT )
Sei S ein System von � -Termen (evtl. leer). Dann de�nieren wir das Transfor-
mationssystemHT als Mengeder folgendenTransformationen:

� Weglassenuni�zierter Paare:

f hu; ui g [ S =) S (1)

� Termzerlegung:

f h� xk :a(un ); � xk :a(vn )i g [ S

=)
S

1� i � n

n
h� xk :ui ; � xk :vi i

o
[ S; (2)

wo a ein beliebigesAtom ist.

� Variablenelimination:
Falls u = � xk :F (xk ) und v = � xk :v0 f•ur ein k, eine Variable F und einen
Term v0 mit F =2 F V(v), dann gilt
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f hu; vi g [ S =) f hF; � xk :v0i g [ � (S)#� ; (3)

wobei � = f F 7! � xk :v0g.

Diesedrei Transformationen sind analogzum SystemST . Um auch Funktions-
variablen verarbeiten zu k•onnen, brauchen wir eineweitere Transformation, die
in drei F•alle unterteilt ist:

� Imitation :

f h� xk :F (un ); � xk :a(vm )i g [ S

=) f hF; ti ; h� xk :F (un ); � xk :a(vm )i g [ S; (4a)

wenn a eine Funktionskonstante oder eine freie Variable 6= F ist und t
eineVariante einer Imitationsbindung f•ur a ist, die passendzu F ist, z.B.
t = � yn :a(� zpm :Hm (yn ; zpm )).

� Projektion:

f h� xk :F (un ); � xk :a(vm )i g [ S

=) f hF; ti ; h� xk :F (un ); � xk :a(vm )i g [ S; (4b)

wenn a ein beliebigesAtom (eventuell gebunden) ist und t eine Variante
einer i -ten Projektionsbindung (f •ur ein i : 1 � i � n) ist, die passend
zum Term � xk :F (un ) ist, d.h. t = � yn :yi (� zpq :Hq(yn ; zpq )), so da�, falls
H ead(ui ) eine Funktionskonstante ist, gilt: H ead(u i ) = a.

� partiel le Bindung:

f h� xk :F (un ); � xk :G(vm )i g [ S

=) f hF; ti ; h� xk :F (un ); � xk :G(vm )i g [ S; (4c)

wenn t = � yn :a(� zpm :Hm (yn ; zpm )) eine Variante einer beliebigenpartiel-
len Bindung ist, die passendzum Term � xk :F (un ) ist, so da� a 6= F und
a 6= G. �

Als Teil der Transformationen (4a)-(4c) wenden wir unmittelbar Transforma-
tion (3) auf das neuePaar hF; ti an, was sich als Anwendung der Substitution
f F 7! tg auf den Rest des Systemsauswirkt. Wie beim System ST sind auch
hier die Vereinigungenwieder Vereinigungenvon Multimengen, nicht von Men-
gen!

Im folgenden sagenwir � 2 Unif y(S) genau dann, wenn es eine Folge von
Transformationen S =) � Sn gibt, so da� Sn in gel•oster Form ist und � =
� Sn jF V (S) .
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Beispiel 2.3.24 Die folgendeTransformationsfolgef•uhrt zu einem System in
gel•oster Form. (Um die Wirkung des � -Reduktionsschrittes zu zeigen,der auf
die Substitution in Regel (3) folgt, benutzen wir die Schreibweise � (e)

� (e)#�
. Im

"
Z•ahler\ steht also das Ergebnis nach der Substitution und im

"
Nenner\ das

Endergebnisnach � -Reduktion.)
hF (f (a)) ; f (F (a)) i
=) 4a hF; �x:f (Y (x)) i ; h�x:f (Y (x))) f (a)

f (Y (f (a))) ; f ( �x:f (Y (x))) a
f (Y (a)) )i

=) 2 hF; �x:f (Y (x)) i ; hY (f (a)) ; f (Y (a)) i
=) 4b hF; �x:f ( (�x:x )x

x )i ; hY; �x:x i ; h(�x:x )f (a)
f (a) ; f ( (�x:x )a

a )i
=) 1 hF; �x:f (x)i ; hY; �x:x i
Also ist f F 7! �x:f (x)g 2 Unif y(F (f (a)) ; f (F (a))).

2.3.4 Korrektheit und Vollst •andigk eit

Satz 2.3.25 (Korrektheit, [SG89])
Es sei S =) � S0 mit S0 in gel•oster Form. Dann gilt � S0jF V (S) 2 U(S). �

Im folgendende�nieren wir ein Systemvon Transformationenauf Paaren(� ; S),
welches zeigt, wie der Aufbau einer Substitution � eine geeigneteFolge von
Transformationen festlegt.

De�nition 2.3.26 (T ransformationssystem CT ) Sei � eine normalisierte
Substitution und S ein beliebigesSystem. Die ersten drei Transformationen
entsprechen denenaus HT :

� ; S =) i � ; S0

f•ur i = 1; 2; 3, falls S =) i S0 in HT , mit der Einschr•ankung, da� Regel(2) nur
auf ein Paar hu; vi angewandt werden darf, bei dem das vorderste Funktions-
symbol in u und v keine freie Variable in Dom(� ) ist. Au�erdem haben wir die
Regel

f F 7! sg [ � ; fh� xk :F (un ); � xk :vig [ S

=) 4 f F 7! sg [ � [ � ; fhF; t i ; h� xk :F (un ); � xk :vig [ S;

wo F auf der linken Seitenoch nicht gel•ost ist, s ein Term der Form � yn :a(sm )
ist,

t = � yn :a(� zpm :Hm (yn ; zpm ))

eine zu F passendepartielle Bindung mit dem (bis auf � -Konversion) gleichen
Kopf wie s ist, und

� = f H1 7! � yn :s1; : : : ; Hm 7! � yn :smg:

(Falls m = 0, wird � weggelassen.)Wie in HT wird im Anschlu� an Regel (4)
unmittelbar Regel (3) auf das neuePaar hF; ti angewandt. �
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Beispiel 2.3.27 Wir erg•anzen das Paar in Beispiel 4.11 um die Substitution
� = f F 7! �x:f (x)g. Dann ergibt sich dieseCT -Transformationsfolge:
f F 7! �x:f (x)g; fhF (f (a)) ; f (F (a)) ig
=) 4 f F 7! �x:f (x); Y 7! �x:x g;

fhF; �x:f (Y (x)) i ; h�x:f (Y (x))) f (a)
f (Y (f (a))) ; f ( �x:f (Y (x))) a

f (Y (a)) )ig
=) 2 f F 7! �x:f (x); Y 7! �x:x g; fhF; �x:f (Y (x)) i ; hY (f (a)) ; f (Y (a)) ig
=) 4 f F 7! �x:f (x); Y 7! �x:x g;

fhF; �x:f ( (�x:x )x
x )i ; hY; �x:x i ; h(�x:x )f (a)

f (a) ; f ( (�x:x )a
a )ig

=) 1 f F 7! �x:f (x); Y 7! �x:x g; fhF; �x:f (x)i ; hY; �x:x ig

Satz 2.3.28 (V ollst •andigk eit von HT , [SG89 ])
Es sei S ein Systemund � 2 U(S). Dann gibt eseine Transformationsfolge

S = S0 =) S1 =) S2 =) : : : =) Sn ;

wo Sn in gel•oster Form ist und � Sn � � � [F V (S)]. �

Man beachte, da� dieseAussagesich von der Vollst•andigkeitsaussagef•ur das
System ST dadurch unterscheidet, da� wir hier nur die Existenz einer termi-
nierendenTransformationsfolgeerhalten, wogegenim Fall erster Ordnung alle
Transformationsfolgenterminierten.

Die Aussagen•uber Korrektheit und Vollst•andigkeit fassenwir im folgenden,
letzten Satz diesesAbschnittes zusammen:

Satz 2.3.29 (Satz •uber das Transformationssystem HT , [SG89 ])
F•ur ein beliebigesSystemS ist die Menge

f � S0jF V (S) : S =) �
HT S0 und S0 in gel•oster Formg

ein CSU(S). �

2.3.5 Zusammenfassung

Ausgehendvon Uni�k ationsproblemen erster Ordnung haben wir ein System
von Transformationen entwickelt, unter denen die L•osungendes Problems in-
variant bleiben: wir haben Korrektheit und Vollst•andigkeit nachgewiesenund
au�erdem bemerkt, da� dasVerfahrenterminierend ist. DieseTransformationen
waren im wesentlichen Termzerlegungund Variablenelimination. Anschlie�end
habenwir unsereTransformationenverallgemeinertund sodasVerfahrenauf � -
Termeh•oherer Ordnung ausgedehnt: hierzu mu�ten wir unserTransformations-
systemum Regelnzur Imitation und Projektion erg•anzen,wasdie Komplexit •at
stark vergr•o�erte: w•ahrend jede der Transformationen im Fall erster Ordnung
die Terme

"
verkleinerte\ (in einemvon uns de�nierten Sinn) und somit schlie�-

lich keineTransformation mehr anwendbar ist, gilt diesim Fall h•ohererOrdnung



34 Kapitel 2. Grundlagen

nicht mehr: Dadurch k•onnen Suchb•aume ins Unendliche wachsen,und dasVer-
fahren ist nicht mehr terminierend. Somit erhielten wir bei der Vollst•andigkeit
die Einschr•ankung, da� dasVerfahren nur nicht-deterministisch vollst•andig ist,
d.h. esmu� nicht jede Transformationsfolgeterminieren, aber esgibt in jedem
Fall eine, die terminiert.

Au�erdem habenwir beim •Ubergangzum Fall h•ohererOrdnung die Einfachheit
der Existenz eines allgemeinsten Uni�k ators (mgu) verloren; hier gibt es im
allgemeinennur noch eine vollst•andige Menge von Uni�k atoren, die zu jedem
Uni�k ator einen allgemeinerenUni�k ator enth •alt.

2.4 Narro wing

Narrowing stellt die operationale Grundlage funktional-logischer Programmier-
sprachen dar. Es vereint die operationalen Prinzipien der Resolution mit Uni�-
kation (Logik-Programmierung) und der Reduktion (Funktionale Programmie-
rung). Funktional-logische Programme erlauben die Verwendung von logischen
Variablen und Funktionen h•oherer Ordnung. Wir geben kurz die De�nitionen
destraditionellen Narrowing aus [Han94b].

De�nition 2.4.1 (Pr •adik at, Literal, Gleic hung, Klausel, Varian te) Sei
P eine Menge von Pr•adikatsymbolen und = 2 P. Ein Liter al p(t1; : : : ; tn ) be-
steht aus einem n-stelligen Pr•adikatsymbol p, da� auf n Argumentterme tn

angewandt wird. Eine Gleichung ist ein Literal, dessenPr •adikatsymbol = ist.
F•ur Gleichungen verwendenwir die In�xnotation t 1 = t2.

Eine Klausel hat die Form L 0 : � L 1; : : : ; L n : (n � 0), wobei L 0; : : : ; L n Literale
sind. Eine Klausel hei�t (bedingte) Gleichung, falls L 0 eine Gleichung ist und
unbedingte Gleichung, falls zus•atzlich n = 0. Da Gleichungennur von links nach
rechts gelesenwerden sollen, nennenwir sie Termersetzungsregeln.

Eine Klausel hei�t Variante einer anderen Klausel, falls sie aus dieser durch
bijektiv esErsetzenvon Variablen durch andereVariablen entsteht. �

De�nition 2.4.2 (funktionallogisc hes Programm) Ein funktional logisches
Programm (oder gleichungslogischesProgramm) ist eine endliche MengeP von
Klauseln. �

De�nition 2.4.3 (T ermersetzungssc hritt) Es seiP ein funktionallogisches
Programm. Ein Termersetzungsschrittkann auf einen Term t angewendet wer-
den, falls eine Position p in t, eine unbedingte Regel l = r 2 P und eine
Substitution � existieren, so da�

t jp = � (l ) und s = t[� (r )]p:
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Durch diesenTermersetzungsschritt wird t zu s. Schreibweise:t ! P s.

In diesemFall hei�t t reduzibel (an der Position p). Ein Term t hei�t irr eduzibel
oder in Normalform, falls eskeinen Term t0 mit t ! P t0 gibt. �

Enth•alt ein Funktionsaufruf logische Variablen, ist esi.a. n•otig, dieseVariablen
mit geeignetenTermen zu instanziieren, bevor ein Termersetzungsschritt ange-
wendet werdenkann. Dies l•a�t sich realisieren,indem im Termersetzungsschritt
das Matchen von l mit t jp durch Uni�k ation dieser beiden Terme ersetzt wird
{ die Bezeichnung f•ur diesesVerfahren ist Narrowing.

De�nition 2.4.4 (Narro wing-Sc hritt) Es seiP ein funktionallogischesPro-
gramm. Ein Term t wird durch einenNarrowing-Schritt in einenTerm t 0 •uber-
f•uhrt, falls die folgendenBedingungenerf•ullt sind:

1. p ist eine Position in t, so da� t jp keine Variable ist,

2. l = r ist eine neueVariante einer Regelaus P,

3. � ist ein mgu von tjp und l,

4. t0 = � (t[r ]p).

In diesem Fall schreiben wir: t ; [p;l= r ;� ] t0 oder t ; [l= r ;� ] t0 oder auch nur
t ; � t0.

F•ur eine Folge t0 ; � 1 t1 ; � 2 t2 ; � 3 : : : ; � n tn schreiben wir kurz t ; �
� tn ,

wobei � = � 1 � � 2 � � � � � � n .3 �

Bemerkung 2.4.5 Aus der Verwendung von mgu's ist klar, da� diesesVer-
fahren nur auf Terme erster Ordnung angewendet werden kann.

Um alle L•osungenf•ur eine Anfrage an P zu erhalten, m•ussenparallel alle Re-
geln auf alle nicht-variablen Positionen angewendet werden. Dadurch entsteht
ein gro�er (und oft unendlicher) Suchraum, so da� Optimierungen durch den
Einsatz einer Narrowing-Strategie sinnvoll sind. Eine dieser Strategien ist das
Needed Narrowing [AEH94, HP96], das im folgendenKapitel vorgestellt wird.
Dieseswird dann auch auf den Fall h•oherer Ordnung verallgemeinert. �

3Aus Konsistenzgr•unden mit dem Abschnitt •uber Uni�k ation de�nieren wir den Komp o-
sitionsoperator � , abweichend von [Han94b], durch (� 1 � � 2)( t ) := � 2(� 1(t )).
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Kapitel 3

De�nierende B•aume

Termersetzungssystemelegen fest, an welchen Stellen Ersetzungenvorgenom-
men werden k•onnen. Wenn ein Term mehrere Redexebesitzt, so wird durch
das Termersetzungssystemnicht vorgegeben, welcher oder welche dieserRede-
xe ersetzt werden sollen { dies ist Aufgabe einer Ersetzungsstrategie(wie etwa

"
Leftmost-Innermost\ ), die f•ur jeden Term den zu ersetzendenRedex (bzw.

f•ur parallele Strategien die Redexe)bestimmt.

In [Ant92] wird der Begri� desde�nier endenBaumes eingef•uhrt: mit Hilfe die-
serStruktur kann die Strategie auf syntaktischer Ebenein dasTermersetzungs-
systemhineingeholt werden.Die mit Hilfe de�nierender B•aume beschreibbaren
Termersetzungssystemehei�en induktiv sequentiell.

3.1 Grundlagen

Wir geben im folgendennicht die urspr•ungliche De�nition aus [Ant92] an, son-
dern verwenden direkt die sp•ater ben•otigte, leicht ver•anderte De�nition aus
[HP96]:

De�nition 3.1.1 (Muster h•oherer Ordn ung) Ein Term t in � -Normalform
hei�t Muster h•oherer Ordnung (engl.: higher-order pattern), falls jedes freie
Auftreten einer Variable F in einem Unterterm F (un ) von t geschieht, so da�
die un zu einer Liste verschiedenergebundenerVariablen � -•aquivalent sind. �

De�nition 3.1.2 (T ermersetzungssystem h•oherer Ordn ung)
Eine Termersetzungsregel h•oherer Ordnung ist ein Paar l ! r , f•ur das die
folgendenBedingungenerf•ullt sind:

� l ist ein Muster h•oherer Ordnung aber keine freie Variable,

� l und r sind lange � � -Normalformen vom gleichen Grundt yp, und
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� F V(l) � F V (r ).

Ein Termersetzungssystemh•oherer Ordnung ist eine Menge R von Termer-
setzungsregelnh•oherer Ordnung. Ein Term ist in R-Normalform , wenn keine
Regel aus R anwendbar ist, und eine Substitution � ist R-normalisiert , wenn
alle Terme im Bild von � in R-Normalform sind.

Ein Funktionssymbol f hei�t de�niert , wenn eseineRegelf (� � � ) ! t in R gibt,
anderenfallshei�t f Konstruktorsymbol. �

De�nition 3.1.3 (de�nierende B •aume) EsseiR ein Termersetzungssystem
h•oherer Ordnung. T hei�t de�nier ender Baum mit Muster (engl.: pattern) � ,
falls T endliche Tiefe und eine der folgendenzwei Formen hat:

� T = rule(l ! r ), wobei l ! r eine Variante einer Regelaus R ist, so da�
l = � ;

� T = branch(� ; o;Tk ), wobei

{ o ein Auftreten (engl.: occurrence)einer Variablen in � ist,

{ ck verschiedeneKonstruktoren desgleichen Typs wie � jo (k > 0),

{ und f•ur jedesi 2 f 1; : : : ; kg Ti ein de�nierender Baum mit Muster
� [ci (X n i )]o ist; dabei ist n i die Stelligkeit von ci , und die X n i sind
frische, unterschiedliche Variablen.

pat(T ) ist das Muster desde�nierenden BaumesT . �

Bemerkung 3.1.4 In der urspr•unglichen Fassung[Ant92] gibt es zus•atzlich
die M•oglichkeit

� T = exempt(� ), wobei � ein Muster ist.

Die exempt- (Ausnahme-) Knoten werdenf•ur unvollst•andig de�nierte Funktio-
nen verwendet. �

De�nition 3.1.5 (de�nierender Baum einer Funktion)
F•ur eine n-stellige Funktion f hei�t ein de�nierender Baum mit Muster f (X n )
ein de�nier ender Baum von f , falls eszu jeder Regel l ! r in R mit l = f (t n )
einen Knoten rule(l0 ! r 0) in T gibt, so da� l eine Variante von l 0 ist. �

Beispiel 3.1.6 (de�nierender Baum f •ur di� ) Ein de�nierender Baum f•ur
di� ist

branch(di� (F; X ); 1;
rule(di� (�y :y; X ) ! 1);
rule(di� (�y : sin(F 0(y)) ; X ) ! cos(F 0(X )) � di� (�y :F 0(y); X ) ),
rule(di� (�y : ln(F 0(y)) ; X ) ! di� (�y :F 0(y); X ) )=F0(X ) ) ).
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De�nition 3.1.7 (induktiv sequentiell) Eine de�nierte Funktion f in ei-
nem TermersetzungssystemR hei�t induktiv sequentiell, falls es einen de�nie-
renden Baum T gibt, so da� die Mengeder Bl •atter desBaumes(bis auf Vari-
anten) identisch mit der Mengeder f de�nierenden Regelnaus R ist.
Ein TermersetzungssystemR hei�t induktiv sequentiell, falls jede der in R de-
�nierten Funktionen induktiv sequentiell ist. �

3.2 Der Fall erster Ordn ung

De�nition 3.2.1 (Needed Narro wing)
Die folgendenRegelnbeschreiben die Needed Narrowing-Strategie:

Initial
t ) ? Eval(t; T )

falls t = f (tn) und
T ein de�nierender Baum von f ist

Apply
Eval(t; rule(l ! r )) ; G ) ? � (r ); G

falls � (l ) = t
Select

Eval(t; branch(� ; o;Tk )) ; G ) ? Eval(t; Ti ); G
falls t jo = c(tn ) und pat(Ti )jo = c(X n )

Instan tiate
Eval(t; branch(� ; o;Tk )) ; G ) � � (Eval(t; Ti ); G)

falls t jo = X (Variable) und
� = f X 7! pat(Ti )jog

Eval Subterm
Eval(t; branch(� ; o;Tk )) ; G ) ? Eval(t jo; T ); Eval(t; branch(pi; o;Tk )) ; G

falls t jo = f (tn ) und
T ein de�nierender Baum von f ist

Replace Subterm
t0; Eval(t; branch(� ; o;Tk )) ; G ) ? Eval(t[t0]o; branch(� ; o;Tk )) ; G

falls t0 6= Eval(: : : ; : : : ) �

Bemerkung 3.2.2 Obige De�nition ist nicht die urspr•ungliche Darstellung
ausdem Artik el [AEH94], in dem der Begri� desNeededNarrowings eingef•uhrt
wurde. �
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3.3 Case-Ausdr •ucke

Zur Vorbereitung auf den Fall h•oherer Ordnung verwendenwir nun eineandere
Notation f•ur induktiv-sequentielle Termersetzungssystemeund f•uhren Case-
Ausdr•ucke ein.

De�nition 3.3.1 (Case-Ausdruc k) Ein Case-Ausdruck hat die Form

caseX of c1(X n1 ) : X1; : : : ; ck (X nk ) : Xk ;

wobei X eine Variable, c1; : : : ; ck verschiedeneKonstruktoren des selben Typs
wie X und X1; : : : ; Xk Terme sind, die selbst auch wieder Case-Ausdr•ucke ent-
halten k•onnen. Die Variablen Xn i hei�en Muster-Variablen und tauchen aus-
schlie�lic h in den entsprechendenUntertermen X i auf. �

Wir k•onnen nun de�nierende B•aume wie folgt in Case-Ausdr•ucke •ubersetzen:

De�nition 3.3.2 ( •U bersetzung in Case-Ausdr •ucke) SeiT ein de�nieren-
der Baum. Dann ist die •UbersetzungCase(t) wie folgt de�niert:

Case(rule(l ! r )) := r ,

Case(branch(� ; o;Tk ))

:= case� jo of pat(T1)jo : Case(T1); : : : ; pat(Tk )jo : Case(Tk).

F•ur einende�nierenden Baum T der n-stelligen Funktion f mit Muster f (X n )
ist

f (X n ) ! Case(T )

die neueTermersetzungsregelf•ur f . �

Nun m•ussenwir noch eine •Ubersetzungf•ur Anfragen angeben:

De�nition 3.3.3 ( •U bersetzung der Anfragen in Case-T erme)
Die Funktion EC •ubersetzt Eval-Anfragen in Anfragen mit Case-Ausdr•ucken:

EC(t) := t

EC(Eval(t; T )) := � (Case(T )), wobei � (pat(T )) = t

EC(G; Eval(t; branch(� ; o;Tk )) := case EC(G) of pk : Xk ,
wobei EC(Eval(t; branch(� ; o;Tk )) = cases of pk : Xk . �

3.4 Der Fall h•oherer Ordn ung

F•ur die Verallgemeinerungde�nierender B•aume auf den Fall h•oherer Ordnung
verwendenwir die Notation mit Case-Ausdr•ucken.
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De�nition 3.4.1 (Shallo w-P attern, de�n. Baum h•oherer Ordn ung)
Ein Shallow-Pattern1 ist ein linearer Term der Form � xn :v(Hm (xn )).

T ist ein de�nier ender Baum h•oherer Ordnung (HDT : higher-order de�nitional
tree), falls T endliche Tiefe hat und einer der folgendenF•alle vorliegt:

� T = p : caseX of Tn ,

� T = p : r hs;

wo p Shallow-Patterns mit frischen Variablen, X eine freie Variable und Tn

HDTs sind bzw. r hs (right hand side) ein Term ist, der eine rechte Regelsei-
te repr•asentiert. Die Shallow-Patterns der HDTs Tn m•ussenpaarweise nicht-
uni�zierbar sein.

Die Termersetzungsregelf (X n) ! X wird mit dem HDT f (X n ) : X identi�-
ziert. �

De�nition 3.4.2 (x k -Lifter) Sei t 2 L (T ) und W eineMengevon Variablen.
Dann ist ein xk-Lifter von t, weg von W eine Substitution

� = f F ! (�F )(xk ) j F 2 F V(t)g;

wobei � eine Umbenennung mit Dom(� ) = F V(t); Rng(� ) \ W = ? und �F :
� 1 ! � � � ! � k ! � ist, falls F : � und x i : � i f•ur alle i = 1; : : : ; k.

Eine Regel l ! r hei�t xk -gehoben, wenn l und r durch Anwendung einesxk -
Lifters entstanden sind. �

In [HP96] wurde folgendesRegel-Systemzum Narrowing im Fall h•oherer Ord-
nung vorgestellt:

De�nition 3.4.3 (System LNT im Fall h•oherer Ordn ung)
Das System LNT besteht aus den folgendenRegeln:

Bind
e ! ? Z; G ) ? � (G)

mit � = f Z 7! eg, falls e kein case-Ausdruck

Case Select
� xk :case� yl :v(tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) ? � xk :� (X i ) ! ? Z; G

falls pi = � yl :v(X m (xk ; yl )) und � = f X m 7! � xk ; yl :tm g

Imitation
� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) �

� (� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G)

1Wir verwenden die englische Bezeichnung, da weder die •Ubersetzung " seichtes Muster\
noch die Halb•ubersetzung

"
Shallow-Muster\ •uberzeugenkonnten.
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falls pi = � yl :c(X o(xk ; yl )) (c Konstruktor)
und � = f X 7! � xm :c(Ho(xm ))g

Function Guess
� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) �

� (� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G)
falls � xk ; yl :X (tm ) kein Higher-Order-Pattern ist und
� = f X 7! � xm :f (Ho(xm ))g (f de�nierte Funktion)

Pro jection
� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) �

� (� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G)
mit � = f X 7! � xm :x i (Ho(xm ))g

Case Eval
� xk :case� yl :f (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) ?

� xk ; yl :� (X ) ! ? X ; � xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G
mit � = f X m 7! � xk ; yl :tm g,
f (X m (xk ; yl )) ! X ist eine xk ; yl -gehobeneRegel.

Durch dieseRegelnwird eine Relation =)
LN T

� de�niert. Eine Folge

t0 =)
LN T

� 1 t1 =)
LN T

� 2 t2 =)
LN T

� 3 � � � =)
LN T

� n tn

schreiben wir auch kurz als t0
�=)

LN T

�
tn mit � := � 1 � � � � � � n . �

Eine Anfrage der Form t ! ? c (wobei c keine de�nierten Symbole enth •alt)
transformieren wir in die Anfrage f (t) ! ? true, wobei f ein neuesFunktions-
symbol ist, f•ur das wir die Regel f (c) ! true zur RegelmengeR hinzuf•ugen.

Da das RegelsystemLNT so aufgebaut ist, da� Ableitungen immer mit einer
Anfrage der Form caset of true : true ! ? X beginnen,de�nieren wir f•ur jede
Anfrage t ! ? true eine initiale Anfrage:

De�nition 3.4.4 (initiale Anfrage) F•ur einen Term t sei

I (t) := caset of true : true ! ? X 1

die initiale Anfrage zu t bzw. zur Anfrage t ! ? true. �

Satz 3.4.5 (Korrektheit von LNT, [HP96 ])
Falls I (t) �=)

LN T
� fg f•ur einen Term t, dann gilt � (t) �� ! true. �

Satz 3.4.6 (V ollst •andigk eit von LNT, [HP96 ])
Falls � (t) �� ! true und � in R-Normalform ist, dann gibt es eine Substitution

� 0, so da� I (t) �=)
LN T

� 0
fg mit � 0 � F V (t) � . �
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Satz 3.4.7 (Optimalit •at von LNT, [HP96 ])
Sind I (t) �=)

LN T
� fg und I (t) �=)

LN T
� 0

fg zwei verschiedeneAbleitungen, dann sind

� und � 0 nicht vergleichbar, d.h. � � F V (t) � 0 und � 0 � F V (t) � . �

Beispiel 3.4.8 Die Funktion di� ist durch folgendesTermersetzungssystemR
de�niert:

di� (�y :y; X ) ! 1
di� (�y : sin(F (y)) ; X ) ! cos(F (X )) � di� (�y :F (y); X )
di� (�y : ln(F (y)) ; X ) ! di� (�y :F (y); X )=F(X ).

Der zugeh•orige de�nierende Baum ist

di� (F; X ) ! caseF of �y :y : 1,
�y : sin(F 0(y)) : cos(F 0(X )) � di� (�y :F 0(y); X ),
�y : ln(F 0(y)) : di� (�y :F 0(y); X )=F0(X ).

Wir wollen eineL•osungf•ur die Anfrage �x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x) ! ? �x: cos(x)
berechnen; um diese Anfrage auf die Form : : : ! ? true zu transformieren,
erg•anzen wir die Regel

f (�x: cos(x)) ! true;

der entsprechendeCase-Ausdruck ist

f (G) ! caseG of �x: cos(x) : true,

und wir berechnen eineL•osung f•ur t := f (�x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x)) ! ? true.

I (t) = casef (�x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x)) of true : true ! ? X 1

+ Case Eval mit Regel f•ur f ; neuesX 2

case�x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Eval mit Regel f•ur di� ; neuesX 3
2

�x: case�y : sinF (x; y) of
�y :y : 1;
�y : sinG(x; y) : cosG(x; (�y :y)(x)) � di� (�y :G(x; y); (�y :y)x);
�y : ln G(x; y) : di� (�y :G(x; y); (�y :y)(x))=G(x; (�y :y)(x)) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Select ; � = f G 7! �x:�y :F (x; y)g
�x: (cosF (x; x) � di� (�y :F (x; y); x)) ! ? X 3;
case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;

2Die x-gehobene Regel f•ur di� ist
di� (F (x); X (x)) ! caseF (x) of �y :y : 1,

�y : sin(F 0(x)( y)) : cos(F 0(x)(X (x))) � di� (�y :F 0(x)( y); X (x)),
�y : ln( F 0(x)( y)) : di� (�y :F 0(x)( y); X (x))=F 0(x)(X (x)).
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caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Bind
case�x:

�
(cosF (x; x) � di� (�y :(F (x; y)) ; x))

�
of

�x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Eval mit Regel f•ur � , neuesX 3;
� = f X 7! �x: cosF (x; x); Y 7! �x: di� (�y :(F (x; y)) ; x)g 3

�x: casedi� (�y :F (x; y); x) of
1 : cosF (x; x);
s(Y 0(x)) : cosF (x; x) + cosF (x; x) � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Eval mit Regel f•ur di� , neuesX 4

� = f H 7! �x: (�y :F (x; y)) ; X 7! �x:x g 4

�x: case�y :F (x; y) of �y :y : 1; : : : ! ? X 4;
�x: caseX 4(x) of

1 : cosF (x; x);
s(Y 0(x)) : cosF (x; x) + cosF (x; x) � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� Pro jection mit � = f F 7! �x:�y :yg
�x: case�y :y of �y :y : 1; : : : ! ? X 4;
�x: caseX 4(x) of

1 : cosx;
s(Y 0(x)) : cosx + cosx � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Select , � = ?
�x: 1 ! ? X 4;
�x: caseX 4(x) of

1 : cosx;
s(Y 0(x)) : cosx + cosx � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Bind , � = hX 4=�x: 1i

3Die x-gehobene Regel f•ur � ist:

X (1) � Y (1) ! caseY (x) of 1 : X (x); s(Y 0(x)) : X (x) + X (x) � Y 0(x)
4Die x-gehobene Regel f•ur di� ist

di� (F (x); X (x)) ! caseF (x) of �y :y : 1,
�y : sin(F 0(x)( y)) : cos(F 0(x)(X (x))) � di� (�y :F 0(x)( y); X (x)),
�y : ln( F 0(x)( y)) : di� (�y :F 0(x)( y); X (x))=F 0(x)(X (x)).
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�x: case1 of
1 : cosx;
s(Y 0(x)) : cosx + cosx � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Select , � = ?
�x: cosx ! ? X 3;
case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Bind , � = f X 3 7! �x: cosxg
case�x: cosx of �x: cosx : true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Case Select , � = ?
true ! ? X 2;
caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Bind , � = f X 2 7! trueg
case true of true : true ! ? X 1

+ Case Select , � = ?
true ! ? X 1

+ Bind , � = f X 1 7! trueg
? .

Damit ist die berechnete L•osung f F 7! �x; y:yg.

Bemerkung 3.4.9 Die im obigenBeispielgezeigtenAbleitungsschritte enthal-
ten implizite �� � -Konversionen. In Kapitel 5 werden wir ein von LNT abge-
leitetes Verfahren vorstellen, das explizite Substitutionen verwendet. Dadurch
erfolgen nach einigen Ableitungsschritten explizite � - und � -Reduktionen auf
der syntaktischen Ebene. � -Konversion entf •allt, da wir die Darstellung von
� -Termen in de Bruijn-Notation verwenden,in der die Namen gebundenerVa-
riablen durch den

"
Abstand\ zum jeweiligen � -Binder ersetzt werden. �
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Kapitel 4

Explizite Substitutionen

In diesem Kapitel motivieren wir die Verwendung von Kalk •ulen mit explizi-
ten Substitutionen und beschreiben zwei aktuelle Repr•asentanten, zum einen
den �� -Kalk •ul [ACCL91, DHK95] und zum anderen den �� -Kalk •ul [Les94,
BBLRD95]. Dieseverwendenbeide die de Bruijn-Notation [dB72] zur Darstel-
lung von � -Termen, um � -Konversion (also die Umbennung gebundenerVaria-
blen) zu vermeiden.1

Interessant ist die unterschiedliche Behandlung der � -Reduktion in den beiden
Kalk •ulen { im �� -Kalk •ul wird sie als bedingte Ersetzungsregelimplementiert,
wobei die Bedingung eine Gleichung modulo einer Gleichheitstheorie darstellt.
Die Eta -Regel des �� -Kalk •uls hingegen ist eine unbedingte Termersetzungs-
regel erster Ordnung, weswegen wir diesem Kalk •ul im n•achsten Kapitel den
Vorzug geben, wenn wir das System LNT in einen Kalk •ul mit expliziten Sub-
stitutionen transformieren.

4.1 Der �� -Kalk •ul

Wir pr•asentieren den �� -Kalk •ul im Zusammenhangmit Uni�k ationsproblemen.

4.1.1 Verschiedene Variablenarten

Bei Uni�k ationsproblemen suchen wir Substitutionen, unter denen zwei gege-
bene Terme gleich werden. In � -Termen k•onnen wir verschiedeneArten 2 von
Variablen unterscheiden:

1Ein Kalk •ul mit expliziten Substitutionen, der nicht de Bruijn-Indizes verwendet sondern
mit der gewohnten Darstellung von � -Termen arbeitet, wird in [Ros96] vorgestellt und u.a.
mit �� und �� verglichen. Sieheauch Anhang A.3.

2Wir sprechen nicht von verschiedenen Variablen-" Typen\ , um Verwirrung mit Typen �
zu vermeiden.
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� GebundeneVariablen sind von der Uni�k ation nicht betro�en { eswerden
nur die freien Variablen betrachtet.

� Konstanten, die beim Uni�k ationsproze� nicht substituiert werdend•urfen
und schlie�lic h

� echte Uni�kationsvariablen , •uber die das Uni�k ationsproblem de�niert
wird.

Im folgendenwerdenwir die dritte Gruppevon den •ubrigen durch Bildung zwei-
er syntaktischer Kategorien trennen: V enth •alt die gebundenenVariablen und
Konstanten, und X enth •alt die Un�k ationsvariablen (Meta-Variablen au�erhalb
des� -Reduktionsproze�).

De�nition 4.1.1 (o�ene � -T erme) Sei X eine Menge von Variablen (den
Meta-Variablen X ; Y; : : : ) und V eine Menge von Konstanten (x; y; : : : ). Wir
betrachten eine Algebra •uber X und einer Menge von Operatoren, die V und
eine •uber V indizierte Mengevon Abstraktoren (�x: ) enth •alt:
Die Mengeder o�enen � -Terme, �( V; X ), wird induktiv de�niert durch

Terme a ::= x j X j (a a) j �v :a (x; v 2 V; X 2 X ). �

Nun haben wir zwei Arten von Substitutionen:

� solche, die auf V de�niert sind und f•ur die � -Reduktion ben•otigt werden,
und

� solche, die auf X de�niert sind und der Un�k ation dienen.

Die V-Substitutionen werden wie bisher de�niert { mit der zus•atzlichen Regel
� (X ) := X f•ur X 2 X .

Bei den Substitutionen von Meta-Variablen (aus X ) stellt sich die Frage,ob sich
dieseauf X -Graftings (d.h. Substitutionen erster Ordnung) reduzieren lassen.
Das ersteder beidenbetrachteten Problemebei Graftings ist gel•ost: Variablen,
die durch einen� -Abstraktor gebundensind, geh•oren zu V und sind daher inva-
riant unter X -Substitutionen. Aber die Gefahr des

"
variable capture\ besteht

immer noch: wird eine Variable durch einenTerm substituiert, der Konstanten
enth•alt, so k•onnen eventuell einige von ihnen durch Abstraktoren

"
eingefan-

gen\ werden, wie z.B. in f X 7! xg(�x:X ) = �x:x . Deswegen f•uhren wir nun
den Begri� der Substitution mit Umbenennung gebundenerVariablen ein:

De�nition 4.1.2 (Substitution mit Um benenn ung gebundener Varia-
blen) Sei � : X ! �( V; X ). Dann hei�t die Fortsetzung � von � , die durch

1. � (X ) := � (X ) f•ur X 2 X ,
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2. � (v) := v f•ur v 2 V,

3. � ( (a b) ) := (� (a) � (b)),

4. � (�y :a) := �z :� (f y 7! zg� f yg[ V ar � (a)), wobei z eine neueVariable ist.

de�niert wird, die zu � geh•orende Substitution mit Umbenennunggebundener
Variablen.

Dabei ist die Funktion � V , die alle gebundenenVariablen aus V in solche um-
benennt, welche nicht zu V geh•oren, de�niert durch

1. � V (x) := x,

2. � V ( (a b) ) := (� V (a) � V (b)),

3. � V (�x:a ) := �x:� V (a), falls x =2 V ,

4. � V (�x:a ) := �y :f x 7! yg� V (a),
falls x 2 V , y eine neueVariable (die nicht in a oder V auftaucht). �

Bemerkung 4.1.3 Grafting und Reduktion kommutieren nicht. Beispiel: a =
(( �x:X )y), � = f X 7! xg. Dann gilt a ! � X , aber � (a) = (( �x:x )y) 6! �

� (X ) = x.
Entsprechend gilt: �x: (X x) ! � X , aber � (�x: (X x)) = �x: (x x) 6! � � (X ) = x.

�

Satz 4.1.4 ([DHK95])
Substitution (nach De�nition 4.1.2) und Reduktion sind kommutativ. �

4.1.2 � -Kalk •ul in de Bruijn-Notation

Im � -Kalk •ul verwenden wir Namen f•ur die durch Abstraktoren gebundenen
Variablen; diese sind jedoch sowohl f•ur Berechnungen als auch f•ur theoreti-
sche •Uberlegungenirrelevant. F•ur Substitutionen ist oft eine Umbenennung
dieserVariablen erforderlich (� -Konversion). Tats•achlich sind also Substitutio-
nen nicht auf den � -Termen selbst sondernauf � - •Aquivalenzklassende�niert.
Wir k•onnen auf die Namen der gebundenenVariablen verzichten, denn um f•ur
eine gebundeneVariable festzustellen, zu welchem � -Binder sie geh•ort, brau-
chen wir nur zu z•ahlen, wieviele � s zwischen der Position dieser Variable und
dem zugeh•origen Binder stehen.DieseZahl hei�t Bindungsh•ohe der Position. In
de Bruijn-Notation [dB72] lassenwir nun im Binder den Variablennamenweg
und ersetzenjede(gebundene)Position einerVariablen durch die entsprechende
Bindungsh•ohe.
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De�nition 4.1.5 ( � -T erme in de Bruijn-Notation) SeiX eineMengevon
Variablen. Dann ist die Menge � D B (X ) der � -Terme in de Bruijn-Notation
induktiv de�niert durch

Terme a ::= n j X j � a j (a a) (n 2 N; X 2 X ).

Die n; n 2 N, hei�en de Bruijn-Indizes .3 �

Man beachte, da� nur gebundeneVariablen und Konstanten durch Indizes er-
setzt werden; die Metavariablen (aus X ) behalten ihre Namen.

De�nition 4.1.6 ( � -H •ohe) Die � -H•ohe einer Position u in einem Term a
ist die Anzahl der � s an Pr•a�x-P ositionen von u, geschrieben juj. Sei u eine
Position eines de Bruijn-Index p in einem gegebenen Term a. Falls p � juj,
dann hei�t p gebundenin a, ansonstenist p ein freier Index von a. �

Bei der •Ubersetzungeinesgew•ohnlichen � -Terms in de Bruijn-Notation stellt
sich die Frage, wie freie V-Variablen behandelt werden sollen. Dazu f •uhrt man
eine Liste der freien Variablen ein und ersetzt im Term die i -te Variable aus
dieserListe durch den Index i :

De�nition 4.1.7 (Referen tial) Ein Referential R ist eine Liste (x 0; : : : ; xn )
von Variablen. �

Wir werden bei der •Ubersetzungvon � -Termen nur die gebundenenund freien
Variablen aus V in das Referential aufnehmen{ die Uni�k ationsvariablen aus
X werden nicht •ubersetzt.
Sind x0; : : : ; xn die freien V-Variablen von a, dann wird a als Unterterm von
�x 0 : : : �x n :a •ubersetzt.

De�nition 4.1.8 (de Bruijn- •U bersetzung) Sei R ein Referential und a 2
�( V; X ), so da� alle freien V-Variablen von a in R vorkommen. Dann ist die de
Bruijn- •Ubersetzungvon a bez•uglich R, tr (a;R), de�niert durch

1. tr (x; R) = j , wobei j die erste Position von x in R ist,

2. tr (X ; R) = X f•ur X 2 X ,

3. tr ((a b); R) = (tr (a;R) tr (b;R)),

4. tr (� x:a; R) = � (tr (a; x:R)). �

W•ahrend der •Ubersetzung wird also f•ur jedes � das Referential vergr•o�ert:
die durch das � gebundeneVariable wird aufgenommen.Geschlossene� -Terme
k•onnen bzgl. des leerenReferentials [ ] •ubersetzt werden.

3De Bruijn-Indizes werden in der Literatur auch n, n oder V (n) geschrieben. Wir verwenden
die Schreibweisen, um Verwechslungen mit nat •urlichen Zahlen n 2 N zu vermeiden.
Zur Erinnerung: N = f 1; 2; 3; 4; : : : g, also 0 =2 N.
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Man beachte, da� bei dieser •Ubersetzungverschiedene Indizes derselben (ge-
bundenen) Variable zugeordnetwerden k•onnen, wie z.B. in

�x �y :(x (�z :(z x)) y) 7! tr � (� (2 � (1 3)1)):

Sei u Position einesde Bruijn-Index p in einem Term tr (a;R).

� Falls p � juj, dann steht p f•ur eine in a gebundeneV-Variable,

� falls p > juj, dann steht p f•ur die freie Variable, die im Referential an
Position p � juj steht.

Wir wollen nun � -Reduktion in der Form (( � a) b) ! f 1 7! bga einf•uhren {
dazu m•ussenwir zun•achst die Substitution f 1 7! bg de�nieren.

Der im folgenden de�nierte Lift-Op erator + erh•oht alle freien Indizes eines
Terms um 1:

De�nition 4.1.9 (Lift-Op erator + ) F•ur a 2 � D B (X ) de�nieren wir a+ , den
Lift von a, durch a+ := lft (a;0), wobei lft( a; i ) induktiv de�niert ist durch

1. lft(( a1 a2); i ) = (lft( a1; i ) lft( a2; i )),

2. lft( �a; i ) = � (lft( a; i + 1)),

3. lft( X ; i ) = X ,

4. lft( m; i ) = m+1, falls m > i , sonst m. �

Es gilt dann folgendes

Lemma 4.1.10 ([DHK95])
F•ur a 2 �( V; X ), ein passendesReferential R und eine Variable v 2 V n R gilt
tr (a;R)+ = tr (a; v:R). �

De�nition 4.1.11 (Analogon zur V -Substitution) f n 7! bga, die Substi-
tution durch b bei � -H•ohe (n � 1) in a, ist de�niert durch:

f n 7! bg(a1 a2) := (f n 7! bga1 f n 7! bga2)
f n 7! bgX := X
f n 7! bg�a := � (f n+1 7! b+ ga)
f n 7! bgm := m-1, falls m > n (m2 F V(a))

b, falls m = n (mdurch � des� -Redex gebunden)
m, falls m < n (m2 B V(a)) �
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De�nition 4.1.12 ( � -Reduktion) Auf � D B (X ) ist die � -Reduktionsregel de-
�niert durch

(( � a) b) ! � f 1 7! bga: �

Beispiel 4.1.13

�x: (( �y :(x y)) x) tr� � � ! � (( � (2 1)) 1)

�

?
?
y in �( V;X ) �

?
?
y in � D B (X )

�x: (x x) � � � !
tr

� (f 1 7! 1g(2 1)) = � (11)

Nun de�nieren wir das � D B -Analogon zur � -Reduktionsregel �x: (a x) ! a
(f •ur x =2 F V(a)): Wir betrachten ein Referential R , das die Konstanten von
a enth•alt. Wenn a durch tr (a;R) kodiert wird, dann wird �x: (a x) durch
tr (�x: (a x); R) = � (tr (a; x:R) 1) = � (tr (a;R)+ 1) kodiert. Daraus erhalten
wir:

De�nition 4.1.14 ( � -Reduktion) Auf � D B (X ) ist die � -Reduktionsregel de-
�niert durch

� (a 1) ! � b falls 9b 2 � D B (X ) : a = b+ : �

Satz 4.1.15 ([DHK95])
F•ur a 2 � D B (X ) gilt:

9b : a = b+ ( )

F•ur jedesVorkommen u einesIndex p in a gilt: p 6= juj + 1. �

De�nition 4.1.16 (X -Substitution) Sei � : X ! � D B (X ), dann wird die
zugeh•orige Substitution � de�niert durch:

1. � (X ) := � (X ),

2. � (n) := n,

3. � (a1 a2) := (� (a1) � (a2)),

4. � (�a ) := � (�
+

(a)),

wobei � + = f X 1 7! a+
1 ; : : : ; X n 7! a+

n g f•ur � = f X 1 7! a1; : : : ; X n 7! ang. �

Satz 4.1.17 ([DHK95])
F•ur a 2 �( V; X ) und eine Substitution � = f X 1 7! a1; : : : ; X n 7! ang im � -
Kalk •ul sowie � 0 := f X 1 7! tr (a1; R); : : : ; X n 7! tr (an ; R)g gilt tr (� (a); R) =
� 0(tr (a;R)) . �
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4.1.3 De�nition des �� -Kalk •ul

�� -Kalk •ule sind Termersetzungssystemeerster Ordnung, die eine explizite Be-
handlung von durch � -Reduktionen ausgel•osten Substitutionen erm•oglichen.
Sie enthalten den � -Kalk •ul (in de Bruijn-Notation) als echtes Teilsystem, wo-
bei die � - und � -Reduktionen alsspezielleAnwendungender �� -Regelnerhalten
werden.

In ternalisierung von Op erationen als Op eratoren

Wir betrachten eineAlgebra A mit Wertebereich A und eineberechenbare Ope-
ration F : A ! A, z.B. F = double auf der Mengeder nat •urlichen Zahlen, aus-
gedr•uckt durch die Konstruktoren 0 und S. Also F (0) = 0; F (S(0)) = S(S(0)),
etc. Wir erweitern die Mengeder Ausdr•ucke durch Hinzuf•ugeneinesOperators
f , der die Operation F internalisieren soll; dazu nehmen wir dann folgende
Ersetzungsregelnf•ur den Operator f hinzu:

f (0) ! 0; f (S(X ))) ! S(S(f (X ))) :

Der � -Kalk •ul ist eine solche Internalisierung der Applik ationsoperation auf
funktionalen Ausdr•ucken. Wir betrachten als Beispiel die beiden � -Termee1 =
�x:x und e2 = 0. Die Applik ationsoperation ist so de�niert, da� e1, ange-
wandt auf e2, als Ergebnis0 liefert. Anstatt dieseOperation direkt zu de�nieren
(apply(e1; e2) := : : : ), erweitert man die Mengeder � -Ausdr•ucke, so da� (e1e2)
auch ein Ausdruck ist, und man f•ugt Ersetzungsregelnhinzu (� -Reduktion), so
da� (�x:x 0) ! 0.
Der � -Kalk •ul internalisiert aber nicht alle Operationen: zwar wird die Applik a-
tion internalisiert, aber Substitution und Variablenumbenennung (Lifting) gibt
es nur als externe Operationen. Der �� -Kalk •ul geht hier einen Schritt weiter
und internalisiert auch die anderenbeiden Operationen.

De�nition 4.1.18 (sim ultane Substitution) Mit id bezeichnen wir die lee-
re Liste, interpretiert als identische Substitution. Die simultane Substitution
a1:a2 : : : an :id ersetzt 1 durch a1, 2 durch a2, : : : , n durch an und verringert
alle anderen(freien) Indizes im Term um n. �

Dann kann der Operator " , der die Lifting-Op eration + internalisiert, alsunend-
liche simultane Substitution 2.3.4.5.6. : : : interpretiert werden. Wir f •ugen
noch einen Kompositionsoperator � ein und schreiben den Index n+1 als 1["
� � � � � " ] = 1[" n ]. Au�erdem setzenwir " 0= id.

De�nition 4.1.19 (T erme des �� -Kalk •u ls)
SeiX eineMengevon Ausdrucks-Metavariablen und Y eineMengevon Substi-
tutions-Metavariablen. Die Menge T�� (X ; Y) von Termen und expliziten Sub-
stitutionen ist induktiv de�niert durch
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Terme a ::= 1 j X j (a a) j �a j a[s]
Substitutionen s ::= Y j id j " j a:s j s � s

wobei X 2 X und Y 2 Y. �

De�nition 4.1.20 (Regeln des �� -Kalk •u ls) Der �� -Kalk•ul wird alsTerm-
ersetzungssystem�� mit folgendenRegelnde�niert:

Beta (�a )b ! a[b:id]

App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
VarCons 1[a:s] ! a
Id a[id] ! a
Abs (�a )[s] ! � (a[1:(s� " )])
Clos (a[s])[t] ! a[s � t]

IdL id � s ! s
ShiftCons " � (a:s) ! s
AssEn v (s1 � s2) � s3 ! s1 � (s2 � s3)
MapEn v (a:s) � t ! a[t]:(s � t)
IdR s � id ! s
VarShift 1: " ! id
SCons 1[s]:(" � s) ! s

Eta � (a 1) ! b falls a = � b[" ]

Die Ersetzungsregeln�� de�nieren eine Gleichheitstheorie, deren Kongruenz
als = �� geschrieben wird. L•a�t man die Regeln Beta und Eta weg, erh•alt
man dasTermersetzungssystem� , welchesdie Anwendungvon Substitutionen
berechnet. Die Kongruenzrelation der zugeh•origen Gleichheitstheorie schreiben
wir als = � . �

Bemerkung 4.1.21 Die in [DHK95] eingef•uhrte � -Reduktionsregel ist eine
bedingte Termersetzungsregel{ um die Bedingung zu •uberpr•ufen, mu� eine
nicht-triviale Gleichung 9b : a = � b[" ] gel•ost werden.

Die nat•urlichere Wahl einer Regelder Form � (a[" ]1) ! a ist nicht m•oglich, da
dieseeine unendliche Mengekritischer Paare hervorrufen w•urde.

Dadurch wird das Ziel, implizite Vorg•ange explizit zu machen, nur f•ur die � -
Reduktion erreicht. Der im n•achsten Abschnitt eingef•uhrte �� -Kalk •ul verzich-
tet zun•achst ganzauf � -Reduktion, wird aber in Abschnitt 4.2.3um eineexpli-
zite De�nition der � -Reduktion erg•anzt. Briaud weist in seinemArtik el [Bri95]
darauf hin, da� dieseexplizite � -Regel auch in andere Kalk •ule mit expliziten
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Substitutionen •ubernommen werden kann: f•ur den �� -Kalk •ul w•are dies eine
Regelder Form

Eta � (a 1) ! a[? :id]

f•ur ein neu einzuf•uhrendesSymbol ? (n•aheres•uber die Verwendung von ? in
Abschnitt 4.2.3). �

Satz 4.1.22 ([A CCL91 , R��o93 , CHL92 ])
1. Das Termersetzungssystem�� ist lokal kon
uent auf jedem(o�enen oder

geschlossenen)�� -Term.

2. �� ist kon
uent auf substitutions-abgeschlossenenTermen (d.h. Termen
ohne Substitutions-Variablen).

3. �� ist nicht kon
uent auf o�enen Termen (d.h. Termen mit Ausdrucks-
und Substitutionsvariablen). �

Satz 4.1.23 (Normalformen des �� -Kalk •u ls, [R��o93 ])
Jeder �� -Term in Normalform bzgl. �� hat eine der folgendenFormen:

1. �a ,

2. (a b1 : : : bn ), wobei a entweder1; 1[" n ]; X oder X [s] f•ur einenSubstitutions-
Term s 6= id in Normalform ist,

3. a1 : : : ap� " n , wobei a1; : : : ; ap Terme in Normalform sind und ap 6= n. �

Bemerkung 4.1.24 Der �� -Kalk •ul enth•alt keine Regelder Form X [s] ! X .
Dadurch ist X [s] zun•achst eine Normalform { die Auswertung dieserSubstitu-
tion wird alsoverz•ogert, bis X ein Wert zugewiesenwird. Dies ist nicht die Art,
wie wir die zu l•osendenVariablen X im LNT-V erfahren behandelnwollen: Wir
werden sp•ater (im Kapitel 5) eine solche Regel X [s] ! X einf•uhren, da wir
nach jeder durch � -Reduktion angesto�enen Substitution einen reinen Term
(d.h. einenTerm ohneSubstitutionsanteil [s]) erhalten wollen. Wir werdendies
aber gefahrlosmachen k•onnen, da die Variablen X immer durch Terme ersetzt
werden, die bis auf freie Vorkommen von Variablen Y der selben Art wie X
geschlossensind.

Satz 4.1.25 ([DHK95])
X -Grafting (Substitutionen erster Ordnung) und �� -Reduktion sind kommu-
tativ. �
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4.2 Der �� -Kalk •ul

4.2.1 Die Regeln des �� -Kalk •uls

Ausgehendvom �� -Kalk •ul hat Lescannein [Les94] den �� -Kalk •ul vorgestellt.
Dies ist ein weiterer � -Kalk •ul mit expliziten Substitutionen, in dem { anders
als bei �� { keineKomposition von Substitutionen m•oglich ist. Wir stellen den
�� -Kalk •ul in diesem Abschnitt kurz vor und pr•asentieren in Abschnitt 4.2.3
noch eine Erweiterung um eine explizite � -Regel ([Bri95]).

Wir werdensp•ater den �� -Kalk •ul verwenden,um in dem Narrowing-Verfahren
LNT aus [HP96] implizite Substitutionen, die durch � - oder � -Reduktionen
ausgel•ost werden, durch explizite Substitutionen im Stile des �� -Kalk •uls zu
ersetzen.

LescannesAnsatz war es,einenKalk •ul mit expliziten Substitutionen anzugeben,
der mit einer minimalen Anzahl von Operatoren auskommt. Diese •Uberlegung
folgt aus der Beobachtung, da� der �� -Kalk •ul •uber
 •ussigeOperatoren (� und
:) enth•alt. Da der neue Kalk •ul Normalformen ohne Substitutionsanteil erzeu-
gen soll, mu� f•ur jede auftretende explizite Substitution eine Reduktionsregel
angegeben werden.

Im folgenden beschreiben wir die Entwicklung von �� hin zu �� , wie sie in
[Les94] dargestellt wird.

Da zwar der Kalk •ul x = �� n f Beta g kon
uent und stark normalisierend ist,
�� jedoch nicht auf o�enen � -Termen sondern nur auf reinen, geschlossenen
Termen kon
uent ist, haben Hardin und L�evy einen kon
uenten Kalk •ul �� *

[HL89, CHL92] vorgestellt, der einenneuenLift-Op erator * einf•uhrt. Dabei ist
* (s) die Substitution, die 1 auf 1 und n+1 auf s(n)[" ]

"
abbildet\ . Damit l•a�t

sich die Regel

Abs (�a )[s] ! � (a[1:(s � " )])

des�� -Kalk •uls als

Lam bda (�a )[s] ! � (a[* (s)])

schreiben. * (s) kann also als Abk •urzung f•ur 1:(s � " ) aufgefa�t werden.

Im neuen Kalk •ul wird auf die Komposition � von Substitutionen verzichtet;
in Ausdr•ucken der Form t[s1][s2] : : : [sn ] wird immer nur t[s1] reduziert. Damit
ist die Clos -Regel (a[s])[t] ! a[s � t] •uber
 •ussig, und der Operator � f•allt
weg. Es m•ussennun Regeln der Form n[* (s)] ! ? angegeben werden. Auch
der Cons-Operator : kann wegfallen,da Substitutionen nicht mehr in der Form
a1:a2: : : : :an :id (simultane Substitution) angegeben werden, sondern nur noch
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die Ersetzung einer Variable betrachtet wird. Dazu werden Substitutionen der
Form b= eingef•uhrt, die dem alten b:id entsprechen, d.h.: b= hat die intuitiv e
Bedeutung 1 7! b;n+1 7! n.

Wir erhalten die Sorten

Terme a ::= n j (a a) j �a j a[s]
Substitutionen s ::= a= j * (s) j "

De�nition 4.2.1 (Regeln des �� -Kalk •u ls) Der �� -Kalk•ul wird als Term-
ersetzungssystem�� mit folgendenRegelnde�niert:

Beta (�a )b ! a[b=]

App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
Lam bda (�a )[s] ! � (a[* (s)])
FV ar 1[a=] ! a
RVar n+1[a=] ! n
FV arLift 1[* (s)] ! 1
RVarLift n+1[* (s)] ! n[s][" ]
VarShift n[" ] ! n+1

Wir setzenferner � := �� nf Beta g und de�nieren � (t) als � -Normalform von
t, soferndieseeindeutig existiert (d.h. 9 � (t) mit t �� !

�
� (t), � (t) enth•alt keinen

� -Redex, und f•ur jedest0 mit t �� !
�

t0, so da� t0 keinen � -Redex enth •alt, gilt

t0 = � (t)). �

Lemma 4.2.2 ([LRD94])
� ist terminierend, d.h. esgibt keine unendlichen Reduktionsfolgen. �

Satz 4.2.3 (Korrektheit von Beta, [BBLRD95 ])
�� implementiert die � -Reduktion korrekt, d.h.: f•ur alle a;b gilt:

a ! � b ( ) a � � !
Beta

b0 und b = � (b0): �

Zur Kon
uenz von �� : Durch •Uberschneidung der RegelnBeta und App gibt
es folgendes(einziges)kritischesPaar:

(( �a )b)[s] � � !
Beta

a[b=][s],

(( �a )b)[s] �� !
�

(�a [* (s)])b[s] � � !
Beta

a[* (s)][b[s]=],

aber esgilt folgendes

Lemma 4.2.4 (Substitutions-Lemma, [BBLRD95 ])
F•ur alle Terme a;b und expliziten Substitutionen s gilt:

a[b=][s] � !
�

a[* (s)][b[s]=]. �

Dar•uberhinaus besteht zwischen zwei Termen a;b und ihren � -Normalformen
� (a); � (b) der folgendeZusammenhang:
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Lemma 4.2.5 (Pro jektions-Lemma, [BBLRD95 ])
F•ur alle Terme a;b gilt:

a � � !
Beta

b =) � (a) �� !
�

� (b).

Dieselbe Aussagegilt auch f•ur alle expliziten Substitutionen s; t:

s � � !
Beta

t =) � (s) �� !
�

� (t). �

Daraus ergibt sich schlie�lic h die Kon
uenz des�� -Kalk •uls:

Satz 4.2.6 (Kon
uenz von �� , [BBLRD95 ])
�� ist kon
uent auf der Mengeder Terme . �

4.2.2 Stark e Normalisierung

Mellies [Mel95] hat nachgewiesen,da� der �� -Kalk •ul starke Normalisierung
nicht bewahrt. Das hei�t, esgibt einen Term, der stark � -normalisierend, aber
nicht stark �� -normalisierend ist. Der �� -Kalk •ul hingegenbewahrt starke Nor-
malisierung, wie in [BBLRD95] gezeigtwird.

Beispiel 4.2.7 (Das Gegenbeispiel, [Mel95 ]) SeiM der geschlossene,ein-
fach getypte � -Term

�v :(�x: (�y :y)(( �z :z)x))(( �w :w)v);

der im de Bruijn-Kalk •ul die Form

� ( (� (� 1)(( � 1)1)) (( � 1)1) )

erh•alt. Dann gibt es eine Folge von �� -Reduktionen, die mit M beginnt und
nicht terminiert.

Unabh•angig davon gibt esaber auch �� -Reduktionen, die M zu seinerNormal-
form � 1 reduzieren.

F•ur den �� -Kalk •ul gilt hingegender folgendeSatz:

Satz 4.2.8 (Bew ahrung der Normalisierung in �� , [BBLRD95 ])
Es sei t ein reiner Term. Wenn t stark � -normalisierend ist, dann ist t auch
stark �� -normalisierend. �

4.2.3 Eine explizite � -Regel

Wir kommen nun auf die in Bemerkung 4.1.21versprocheneexplizite Variante
einer � -Regel zur•uck: wie bereits festgestellt, f•uhrt der �� -Kalk •ul zwar eine
explizite � -Regel Beta ein, wodurch � -Reduktion als Termersetzungssystem
erster Ordnung dargestellt werden kann. F•ur die � -Regel wird dieser Ansatz



4.2. Der �� -Kalk•ul 59

allerdings nicht eingehalten, da es sich bei der Regel Eta des �� -Kalk •uls um
einebedingteRegelhandelt. Um die Bedingungzu •uberpr•ufen, ist die Gleichung
9 b : a = � b[" ] zu l•osen,d.h. esmu� ein b gefundenwerden, das die Gleichung
a = b[" ] modulo der durch xde�nierten Gleichheitstheorie = � l•ost.

De�nition 4.2.9 (explizite Eta-Regel) Wir erweitern die Syntax der Ter-
me um ein neuesSymbol ? zu

Terme a ::= n j (a a) j �a j a[s] j ?

und de�nieren die explizite Eta-Regel durch

Eta � (a 1) ! a[? =].

Da ? eine neueKonstante ist, f•ugen wir au�erdem die Regel

Const ? [s] ! ?

hinzu. �

Wir geben ein Beispiel f•ur die Berechnung der � � -Reduktion im �� -Kalk •ul mit
Eta -Regel.

Beispiel 4.2.10 Sei t = (�x:�y :xy)z. Dann ist t 0 = tr (t; f zg) = (� (� 2 1))14.
Im � -Kalk •ul gilt t ! � �y :z y ! � z. Im �� -Kalk •ul haben wir

(� (� 2 1))1 � � !
Beta

(� 2 1)[1=]

� !
�

� ((2 1)[* (1=]) (Lambda)

� !
�

� (2[* (1=)]1[* (1=)]) (App)

� !
�

+ � (1[1=][" ])1) (RVarLift, FVarLift)

� !
�

� (1[" ])1 (FVar)

� !
�

� (2 1) (VarShift)

� � !
Eta

2[? =]

� !
�

1 (RVar)

De�nition 4.2.11 ( � 0-Reduktion) Sei a 2 �. Dann de�nieren wir die � 0-
Reduktionsregel durch:

� (a 1) ! � 0 b : ( ) � (a 1) � � !
Eta

a[? =] und � (a[? =]) = b 2 � : �

Satz 4.2.12 (Korrektheit von Eta, [Bri95 ])
F•ur alle a;b gilt:

a ! � b ( ) a ! � 0 b: �

4Wir verwenden das Referential R = f zg f•ur die freie Variable z.
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4.2.4 Der getypte �� -Kalk •ul

Es gibt den �� -Kalk •ul auch in einer getypten Variante.

De�nition 4.2.13 (get ypte �� -T erme) Die Mengeder getypten�� -Terme,
��, •uber der Mengeder Typen T hat folgendeGrammatik:

T yp en A ::= � mit � 2 T
Terme a ::= n j (a a) j �A:a j a[s]
Substitutionen s ::= a= j * (s) j "
Kon texte � ::= [ ] j A � �

Die Regeln f•ur korrekt getypte Terme und Substitutionen sind:

Terme :

� ` a : A ! B � ` b : A
� ` (a b) : B

A � � ` a : B
� ` �A:a : A ! B

� ` a : A � ` s : �
� ` a[s] : A A � � ` 1 : A

� ` n : A
B � � ` n+1 : A

Substitutionen :

� ` a : A
� ` a= : A � � A � � ` " : �

� ` s : �
A � � ` * (s) : A � �

�

Satz 4.2.14 ([BBLRD95 ])
Die �� -Regelnsind typ-erhaltend. �

Satz 4.2.15 ([BBLRD95 ])
Jeder reine, korrekt getypte Term aus �� ist stark normalisierbar. �

4.2.5 Zus•atzlic he Variablen und Funktionen

Wir erweitern die (ungetypten) �� -Terme nun um zus•atzliche Variablen; dies
sind wie im �� -Kalk •ul die X 2 X . Au�erdem f•ugen wir Funktionssymbole
f hinzu. Diese sollen durch explizite Substitutionen nicht ver•andert werden;
wir werden dem Kalk •ul also neue Regeln FreeV ar X [s] ! X und Function
f [s] ! f hinzuf•ugen. Au�erdem verwenden wir die explizite Eta -Regel aus
Abschnitt 4.2.3. Damit erhalten wir den folgendenKalk •ul:

De�nition 4.2.16 (Der �� � F -Kalk •u l) Die Terme des �� � F -Kalk•uls wer-
den durch folgendeGrammatik de�niert:
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Terme a ::= n j X j f j (a a) j �a j a[s] j ?
Substitutionen s ::= a= j * (s) j "

Das Termersetzungssystem�� � F besteht aus folgendenRegeln:

Beta (�a )b ! a[b=]
Eta � (a 1) ! a[? =]

App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
Lam bda (�a )[s] ! � (a[* (s)])
FV ar 1[a=] ! a
RVar n+1[a=] ! n
FV arLift 1[* (s)] ! 1
RVarLift n+1[* (s)] ! n[s][" ]
VarShift n[" ] ! n+1
FreeV ar X [s] ! X
Function f [s] ! f
Const ? [s] ! ?

Mit � F bezeichnen wir �� � F nf Beta ; Eta g. �

Die Regeln FreeV ar , Function und Const k•onnen auch in einer Regel zu-
sammengefa�t werden,wenn wir ? , X und die Mengeder Funktionssymbole zu
einer Mengevon Konstanten zusammenfassen.

Briaud hat in einer demn•achst erscheinendenArb eit die folgenden Aussagen
gezeigt:

Satz 4.2.17 (Hauptsatz •uber �� � F , [Bri97a , Bri97b ])
F•ur obigesSystem �� � F gelten die folgendenAussagen:

1. �� � F implementiert korrekt � - und � -Reduktion, d.h.

� a ! � b ( ) a � � !
Beta

b0 und b = � (b0), und

� a ! � b ( ) a ! � 0 b,
wobei � 0 de�niert ist durch

� (a 1) ! � 0 b : ( ) � (a 1) � � !
Eta

a[? =], � (a[? =]) = b;

und ? kommt nicht in b vor.

2. �� � F 0 := �� � F n f Eta g [ f � 0g ist kon
uent auf der Mengeder Terme .

3. �� � F erh•alt starke Normalisierung, d.h.: wenn f•ur einen Term alle � � -
Reduktionsfolgenterminieren, dann terminieren auch alle �� � F -Reduk-
tionsfolgen.
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Die Aussagenbleiben g•ultig, wenn getypte Terme verwendet werden. �

Bemerkung 4.2.18 Wir gehenin dieserArb eit grunds•atzlich davon aus, da�
alle Terme korrekt getypt sind. Daraus ergibt sich unter anderem, da� jeder
Term eine � � -Normalform hat, da der getypte � -Kalk •ul stark normalisierend
(d.h. terminierend) ist.

Bei der DiskussiondesLNT-Kalk •uls verzichten wir auf die Angabe der Typen,
da die zus•atzliche Information die Darstellung nur un•ubersichtlich macht. Aus
obigemResultat folgt also,da� alle �� � F -Reduktionsfolgen,die wir betrachten,
terminieren. �
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Kapitel 5

De�nierende B•aume mit
Expliziten Substitutionen

5.1 Analyse der LNT-Regeln

In Kapitel 3 haben wir eine Erweiterung des Needed-Narrowing auf Funktio-
nen h•oherer Ordnung vorgestellt: die neue Strategie LNT benutzt de�nieren-
de B•aume (h•oherer Ordnung) [HP96] zur Beschreibung induktiv sequentieller
Termersetzungssysteme.

Wir stellen im folgendendie Frage,inwiefern die Substitutionen � in denRegeln
desSystemsLNT Substitutionen h•oherer Ordnung sind.

Eine Substitution h•oherer Ordnung unterscheidet sich von einer Substitution
erster Ordnung durch die M•oglichkeit desAuftretens der beidenfolgendenPro-
bleme (sieheauch Abschnitt 4.1.1):

1.
"
Variable capture\ : f y 7! xg(�x:y ) 6= �x:x ,

2. GebundeneVariablen d•urfen nicht ersetztwerden:f x 7! ag(�x:x ) 6= �x:a ,

falls dies Substitutionen h•oherer Ordnung sind. Im Fall erster Ordnung w•aren
die Ungleichheitszeichen durch Gleichheitszeichen zu ersetzen(aber der � -Kalk •ul
ist eben kein Systemerster Ordnung).

DieseProbleme treten nicht bei jeder Substitution auf, und wir de�nieren nun
den Begri� der FO-Zul•assigkeit f•ur Paare (t; � ), um zu unterscheiden, welche
Ersetzungsschritte problematisch sind und welche nicht.

De�nition 5.1.1 (F O-zul •assige Substitution) Sei t ein beliebiger Term
und � = f X k 7! skg eine Substitution. Dann hei�t (t; � ) FO-zul•assig, falls die
beiden folgendenBedingungenerf•ullt sind:
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1. Falls X 2 F V(si ) f•ur ein i , dann enth•alt t keinen Unterterm �X :t0, so
da� X i in t0 vorkommt, und

2. X 1; : : : ; X k =2 B V(t)

Au�erdem hei�t � FO-zul•assig f•ur eine Anfrage G = t1 ! ? Z1; : : : ; tm ! ? Zm ,
falls alle (t i ; � ) FO-zul•assigsind. Wir schreiben dann auch: (G; � ) FO-zul•assig.

�

Die Bedingungenverhindern das Auftreten der beiden oben angegebenenPro-
bleme{ FO-zul•assigeSubstitutionen sind alsoSubstitutionen h•ohererOrdnung,
bei denender Einsatz einesSubstitutionsmechanismus erster Ordnung m•oglich
ist, ohne falsche Ergebnissezu produzieren.

Beispiel 5.1.2 Die Paare(�x:y ; f y 7! xg) und (�x:x; f x 7! ag) sind nicht FO-
zul•assig. (Im ersten Fall ist x 2 F V (s) (mit s = x), und t = �x:y enth •alt einen
Unterterm �x:t 0 (n•amlich sich selbst), in dem y vorkommt. Im zweiten Fall ist
x 2 B V(t), wobei t = �x:x .)

Das Paar (� xk :F (xk ); f F 7! � xk :H (xk )g) ist FO-zul•assig.

Wir untersuchennun in densechs RegelndesSystemsLNT, ob die auftretenden
Substitutionen FO-zul•assigsind.

Satz 5.1.3
Alle in LNT auftauchendenSubstitutionen sind FO-zul•assig.

Beweis.Die zweite Bedingungist o�ensichtlich f•ur jededer Regelnerf•ullt: keines
der Z; X ; X i taucht jemals gebundenauf. Wir •uberpr•ufen also noch die erste
Bedingung.

1. Die Bind -Regel: e ! ? Z; G ) ? � (G) mit � = f Z 7! eg, falls e kein
case-Ausdruck.
Falls G = ? , dann ist e ! ? Z die vollst•andige Anfrage, und durch die
Bindung � = f Z 7! eg wird das Verfahren beendet. In diesem Fall ist
nichts zu zeigen.
Ansonsten ist G = t ! ? Z 0; G0, und die Variable Z kommt nur einmal in
t vor, da Z durch einenCase Eval-Schritt als frische Variable eingef•uhrt
wurde. Die erste Bedingung ist erf•ullt, denn: wenn X eine freie Variable
in e ist, dann ist X entweder eine der gesuchten Variablen oder wurde
durch eine der Guess-Regeln1 eingef•uhrt { in jedem Fall enth •alt t keinen
� -Binder �X . Damit ist (t; � ) FO-zul•assig,und wegendesNichtauftretens
von Z in G0 auch (G; � ).

1Die Guess-Regelnsind Imitation , Function Guess und Pro jection .
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2. Die Case Select -Regel: � xk :case� yl :v(tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) ? � xk :
� (X i ) ! ? Z; G, falls pi = � yl :v(X m (xk ; yl )) und � = f X m 7! � xk ; yl :tm g.
Die Substitution � = f X m 7! � xk ; yl :tm g wird nur auf X i angewendet.
Sei X 2 F V(� xk ; yl :t j ) f•ur ein j 2 f 1; : : : ; mg. Zu zeigenist: X i enth•alt
keinen Unterterm �X :t0, so da� X j in t0 vorkommt. Das ist aber klar, da

•uberhaupt kein � -Binder �X vorkommt. (Da X =2 f xk ; yl g, ist X eineder
nirgends gebundenenVariablen: entweder eine gesuchte oder eine durch
eine Guess-Regeleingef•uhrte Variable.) Also ist (G; f X j 7! � xk ; yl :t j g)
FO-zul•assig f•ur jedesj , d.h. (G; � ) ist FO-zul•assig.

3. Die Imitation -Regel:� xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) � � (� xk :
case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G), falls pi = � yl :c(X o(xk ; yl )) (c Kon-
struktor) und � = f X 7! � xm :c(Ho(xm ))g.
Die freien Variablen in � xm :c(Ho(xm )) sind genau die H o. Kein Term
enth•alt einen � -Binder �H j , j = 1; : : : ; o, da die H o durch dieses� neu
eingef•uhrt werden. Damit ist (G; � ) FO-zul•assig.

4. F•ur die Function Guess- und Pro jection -Regelnk•onnen wir dasselbe
Argument wie f•ur die Imitation -Regelverwenden.

5. Die Case Eval-Regel:� xk :case� yl :f (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) ? � xk ; yl :
� (X ) ! ? X ; � xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G
mit � = f X m 7! � xk ; yl :tm g, f (X m (xk ; yl )) ! X ist eine xk ; yl -gehobene
Regel.
Die Substitution � = f X m 7! � xk ; yl :tm g wird nur auf X angewendet.
Wie bei der Case Select -Regelgibt eskein X 2 F V(� x k ; yl :t j ), f•ur das
ein � -Binder �X existiert: (G; � ) ist FO-zul•assig. �

Damit k•onnen wir alle Substitutions-Schritte mit einemErsetzungsalgorithmus
erster Ordnung nach folgendemSchema durchf•uhren:

De�nition 5.1.4 (F O-Substitution f •ur case-Terme) Die FO-Substitution
� := hX=si wird induktiv de�niert •uber:

� � (X ) := s,

� � (Y ) := Y , falls Y Variable, Y 6= X ,

� � (c) := c, falls c Konstante,

� � (�y :t) := �y :� (t),

� � (t1 t2) := (� (t1) � (t2)),

� � (caset of pn : Xn ) := case� (t) of pn : � (Xn ). �
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Wir k•onnen alsoalle in LNT auftretenden Substitutionen der Form f X m 7! tm g
durch hX m =tm i ersetzen.

Bemerkung 5.1.5 Wir verwendendie Notation hX=si zur Unterscheidungvon

"
herk•ommlichen\ Substitutionen f X 7! sg. F•ur den Fall, da� eineSubstitution

f X 7! sg f•ur einenTerm t FO-zul•assigist, sind nat•urlich hX=si t und f X 7! sgt
identisch. �

DasLNT-V erfahrenenth •alt aber noch immer Substitutionen, die nicht auf diese
Weise verarbeitet werden k•onnen: durch die � -Regel des � -Kalk •uls kommen
dieseins Spiel.

In Kapitel 4 habenwir gesehen,wie � - und � -Reduktion durch einenKalk •ul mit
expliziten Substitutionen berechnet werden k•onnen, der ein Termersetzungs-
systemerster Ordnung ist. Wir wollen nun den �� -Kalk •ul auf dasSystemLNT
anwenden.

5.2 De�nierende B•aume in de Bruijn-Notation

In diesemAbschnitt stellen wir ein einfaches Verfahren vor, mit dem sich � -
Terme, die case-Ausdr•ucke enthalten, in de Bruijn-Notation •ubersetzenlassen.

Zun•achst kl•aren wir, welche Variablen wir durch de Bruijn-Indizes ersetzen
wollen. In Abschnitt 4.1.2 wurden bei der •Ubersetzung �( V; X ) ! � D B (X )
nur die Variablen v 2 V ersetzt { die Uni�k ationsvariablen aus X blieben un-
ver•andert. Zur Erinnerung: die Uni�k ationsvariablen sind die Unbekannten im
Uni�k ationsproze�, f•ur die eine L•osung (d.h. Substitution) gefunden werden
soll.

•Ubertragen wir dies auf die Menge der m•oglichen Anfragen f•ur das System
LNT.

� Zun•achst haben wir die Variablen xk und yl , die stets gebundensind {
sie k•onnen also nie substituiert werden, und daher werden wir sie in de
Bruijn-Indizes •ubersetzen.

� Dann gibt esdie Variablen F; G; : : : , die in der initialen Anfrage frei vor-
kommenund durch das Verfahren gel•ost werden sollen.Diesewerdenwir
nicht •ubersetzen,da sie die selbe Rolle haben wie die Uni�k ationsvaria-
blen bei der �� -Uni�k ation.

� Durch die Guess-RegelnwerdenneueVariablen H o eingef•uhrt, f•ur die der
Kalk •ul ebenfalls L•osungenberechnen mu�. Zwar sind dies nur Zwischen-
ergebnisse,die nicht zur•uckgegeben werden, wir k•onnen sie aber wie den
vorangegangenenTyp behandeln.
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� Schlie�lic h gibt esdie Variablen X m , die in den Mustern pi als Argumente
der de�nierten Funktionen f auftreten. Diesekommennur in Argumenten
von casevor und werdendurch Case Select -Schritte entfernt. Auch diese
Variablen werden wir nicht •ubersetzen.

Wir k•onnen die de Bruijn- •Ubersetzung (De�nition 4.1.8 in Abschnitt 4.1.2)
verwenden,wenn wir vorher case-Terme in �( V; X ) einbetten:

De�nition 5.2.1 (Ein bettung von case-T ermen) Es seiV eineMengevon
Variablen mit x; x1; x2; : : : ; y; y1; y2; : : : 2 V und X eine Menge von Varia-
blen und Konstanten, die alle Konstruktor- und Funktionssymbole c;f , alle
X ; Y; Z; H ; : : : sowie neue (2n + 1)-stellige Funktionssymbole f n

case (f •ur alle
n 2 N) enth•alt. Dann ist durch die Abbildung

caset of pn : Xn 7! f n
case

�
t; p1; X1; : : : ; pn ; Xn

�

(•uber homomorpheFortsetzung) eine Einbettung

i : Case ! �( V; X )

de�niert. �

Auf eingebettete Termei(t) kann dann die deBruijn- •Ubersetzungtr (De�nition
4.1.8) mit leerem Referential R = [ ] (alle x i ; yj sind gebunden) angewendet
werden, und wir erhalten tr (i (t); [ ]) in de Bruijn-Notation.

Um die Notation der case-Ausdr•ucke zu erhalten, de�nieren wir noch eine Ab-
bildung e, die aus dem erhaltenen Term einen case-Ausdruck { allerdings in
de Bruijn-Notation { macht:

De�nition 5.2.2 Wir de�nieren e als homomorphe Fortsetzung der Abbil-
dung, die durch

f n
case

�
t; p1; X1; : : : ; pn ; Xn

�
7! caset of pn : Xn

(f •ur alle n 2 N) de�niert wird. �

De�nition 5.2.3 (de Bruijn- •U bersetzung von case-T ermen) Esseit ein
case-Term. Dann ist die de Bruijn- •Ubersetzungvon t de�niert als

DB (t) := e(tr (i (t); [ ])) :

Anfragen G werden durch DB (? ) := ? und DB (t ! ? Z; G) := DB (t) ! ?

Z; DB (G) •ubersetzt. �

Im folgendenwollen wir noch f•ur Substitutionen eine •Ubersetzungde�nieren,
sofern dies m•oglich ist:
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De�nition 5.2.4 (de Bruijn- •U bersetzung einer FO-zul. Substitution)
Es sei � = f X m 7! tmg eine FO-zul•assige Substitution (f •ur eine vorgegebe-
ne Anfrage G) mit F V(t i ) \ V = ? f•ur alle i . Dann ist � 0 := DB (� ) :=
hX m =DB (tm )i die de Bruijn- •Ubersetzungvon � . �

Satz 5.2.5
Es seiG einebeliebigeAnfrage f•ur dasSystemLNT und � eineSubstitution, f•ur
die DB (� ) de�niert ist. Dann gilt DB (� (G)) = � 0(DB (G)), d.h.: das folgende
kommutativ e Diagramm ist g•ultig.

G �� � � � � � � � ! � (G)

D B

?
?
y

?
?
y D B

G0 � � � � � � !
� 0= D B (� )

� 0(G0)

Beweis. Sei G eine solche Anfrage. Dann gilt entweder G = t ! ? X oder
G = t ! ? X ; G1. Wegen � (t ! ? X ; G1) = � (t ! ? X ); � (G1) und DB (t ! ?

X ; G1) = DB (t ! ? X ); DB (G1) m•ussenwir nur den ersten Fall untersuchen,
also G = t ! ? X .

Es sei � = f X m 7! tm g eine Substitution, f•ur die DB (� ) de�niert ist. Damit
gilt nach De�nition 5.2.4: F V(t i ) \ V = ? f•ur alle i .

Zu zeigenist also:DB (� (t)) = DB (� )(DB (t)). Um dieseAussage•uber struktu-
relle Induktion zeigenzu k•onnen, zeigenwir sogarf•ur ein beliebigesReferential
R 2: tr (� (t); R) = DB (� )( tr (t; R)).

� t = X i f•ur ein i 2 f 1; : : : ; mg. Dann ist � (t) = � (X i ) = t i , nach De�nition
von � . Also gilt tr (� (t); R) = tr (t i ; R). In der anderen Richtung haben
wir DB (� )( tr (t); R) = DB (� )( tr (X i ; R)) = DB (� )(X i ) (nach De�nition
von tr ) = tr (t i ; R) (nach De�nition von DB (� )).

� t = Y; Y =2 f X 1; : : : ; X m g. Dann ist tr (� (t); R) = tr (� (Y ); R) = tr (Y; R)
= Y und DB (� )( tr (t; R)) = DB (� )( tr (Y; R)) = DB (� )(Y ) = Y .

� t = c, c Konstante. Dann ist tr (� (t); R) = tr (� (c); R) = tr (c;R) = c und
DB (� )( tr (t; R)) = DB (� )( tr (c;R)) = DB (� )(c) = c.

� t = �y :t1. Es gilt y =2 f X 1; : : : ; X m g, da � FO-zul•assig f•ur t ist. Daher
ist tr (� (t); R) = tr (� (�y :t1); R) = tr (�y :� (t1); R) = �tr (� (t1); y:R) =
(Ind.) �D B (� )( tr (t1; y:R)) = DB (� )( tr (�y :t1; R)) = DB (� )( tr (t; R)).

� t = (t1 t2). Dann gilt tr (� (t); R) = tr (� (( t1 t2)) ; R) = tr (( � (t1) � (t2)) ; R)
= (tr (� (t1); R) tr (� (t2); R)) = (Induktion) (DB (� )( tr (t1; R))

2Zur Erinnerung: Per De�nition ist D B (t) = tr (t; []) mit leerem Referential [].
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DB (� )( tr (t2; R))) = DB (� )(( tr (t1; R) tr (t2; R))) = DB (� )( tr (( t1 t2);
R)) = DB (� )( tr (t; R)).

� t = caset1 of pn : Xn . Hier ist nichts zu zeigen,da t intern als

f n
case(t1; p1; X1; : : : ; pn ; Xn )

verarbeitet wird. �

Da wir oft mit Untertermen arbeiten, deren Variablen im ganzenTerm gebun-
den sind, de�nieren wir eine •Ubersetzungim Kontext dieser � -Binder:

De�nition 5.2.6 ( •U bersetzung im Kon text von � -Bindern � x k )
Es sei t ein beliebiger Term. F•ur die de Bruijn- •Ubersetzung von � xk :t gilt:
DB (� xk :t) = � k t0 f•ur einen Term t0. Diesest0 nennenwir die de Bruijn- •Uber-
setzungvon t im Kontext der � -Binder � xk . Bezeichnung: t0 = DB [� xk ](t). �

De�nition 5.2.7 ( •U bersetzung gehob ener Regeln) Esseif (X 1; : : : ; X m )
! t eine Regel r aus R, und f (X 0

1(xk ); : : : ; X 0
m (xk )) ! t0 sei die xk -gehobene

Form dieserRegelgem•a� De�nition 3.4.2.Wir f•uhren (ausschlie�lic h zum Zweck
der •Ubersetzung) ein neuesFunktionssymbol f ! ein und fassendie Regel als
Term f ! (f (X 0

1(xk ); : : : ; X 0
m (xk )) ; t0) auf. Vor der •Ubersetzungm•ussenwir noch

die xk durch � xk binden. Wir de�nieren die linken und rechten SeitenL und R
der k-gehobenen Regel L ! R durch

DB [� xk ](f ! (f (X 0
1(xk ); : : : ; X 0

m (xk )) ; t0)) = f ! (L; R):

Wir schreiben DBbk (r ) = L ! R. �

Bemerkung 5.2.8 Mit den Bezeichnungen der obigen De�nition gilt o�en-
sichtlich:

DB [� xk ](f (X 0
1(xk ); : : : ; X 0

m (xk ))) = L = f (X 0
m (k; : : : ; 1)),

DB [� xk ](t0) = R. �

Bemerkung 5.2.9 Ein urspr•unglicher Ansatz war, k-Lifter im Sinne der xk -
Lifter durch � = f F 7! (�F )(k; : : : ; 1) j F 2 F V(t)g einzuf•uhren und auf
einenicht gehobene •Ubersetzungder Regelanzuwenden.Dies funktioniert aber
nicht, da sich dann die de Bruijn-Indizes 1; : : : ; k eventuell auf falsche Variablen
beziehen. �

5.3 Das System LNT ��

Nach der Transformation in den �� -Kalk •ul erhalten die LNT-Regeln folgende
Gestalt:
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De�nition 5.3.1 (System LNT �� ) DasSystemLNT �� besteht ausdenfol-
gendenRegeln:

Bind
e ! ? Z; G ) ? hZ=ei (G)

Case Select
� kcase� l v(tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) ? � khX m =� k+ l tm iX i ! ? Z; G,

falls pi = � l v(X m (k+l ; : : : ; 1))

Imitation
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) � �

�
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G

�
,

falls pi = � l c(X o(k+l ; : : : ; 1)),
wobei � = hX=� m c(Ho(m; : : : ; 1))i

Function Guess
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) � �

�
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G

�
,

falls � k+ lX (tm ) kein Muster h•oherer Ordnung
und f eine de�nierte Funktion ist,
wobei � = hX=� m f (Ho(m; : : : ; 1))i

Pro jection
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G ) � �

�
� kcase� l X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G

�
,

wobei � = hX=� m i (Ho(m; : : : ; 1)) i

Case Eval
� kcase� l f (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G
) ? � k+ lhX m =� k+ l tm i (X ) ! ? X ; � kcase� l X (k+l ; : : : ; 1) of pn : Xn ! ? Z; G,

falls f (X m (k+l ; : : : ; 1)) ! X die •Ubersetzungeiner xk ; yl -gehobenenRe-
gel ist. �

De�nition 5.3.2 (AppCase-Regel) F•ur die Verarbeitung von Case-Aus-
dr•ucken f•ugen wir dem �� � F -Kalk •ul noch die folgendeRegelhinzu:

AppCase (caset of pn : Xn )[s] ! caset[s] of pn [s] : Xn [s] �

Diese Regel dient nur der Vereinfachung: da wir caset of pn : Xn als Kurz-
schreibweisef•ur f n

case(t; p1; X1; : : : ; pn ; Xn ) interpretieren, erspart AppCase ei-
ne Folge von App - und Function -Schritten.

5.4 Die Reduktionsstrategie f •ur LNT ��

De�nition 5.4.1 (Reduktionsstrategie f •ur LNT �� )
Wir de�nieren folgendeReduktionsstrategie f•ur LNT �� : Jeder LNT �� -Reduk-
tionsschritt besteht aus der Anwendung einer LNT �� -Regel mit anschlie�en-
der �� � F -Normalisierung der durch die LNT-Regel ver•anderten Teilanfragen
(d.h. �� � F -Redexewerden reduziert, bis der Term in �� � F -Normalform ist).
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F•ur die Reduktion mit �� � F fordern wir zudem, da� nach jedem Eta -Schritt
� (a1) ! a[? =] zun•achst der Unterterm a[? =] � -normalisiert wird. Kommt nach
dieserNormalisierung immer noch das? -Symbol vor, wird der Eta -Schritt ver-
worfen.3 Ebenfalls verwerfen wir einen Eta -Schritt, wenn dadurch ein LNT �� -
Redex zerst•ort wird. �

Beispiel 5.4.2 Auf ein Zwischenergebnisder Form case� cos(1) of � cos(1) :
: : : wird kein Eta -Schritt f•ur � cos(1) angewendet, da dies den Case Select -
Redex zerst•oren w•urde.

De�nition 5.4.3 (LNT �� -Ableitung) Wir de�nieren die Relation ===)
LN T ��

wie folgt:

G ===)
LN T ��

� G0, falls G ) � G1 und G1
�=)

�� � F
G0,

wobei G1 unter Beachtung der Reduktionsstrategie (De�nition 5.4.1) zu G0

normalisiert wird. Eine Folge

t0 ===)
LN T ��

� 1 t1 ===)
LN T ��

� 2 t2 ===)
LN T ��

� 3 � � � ===)
LN T ��

� n tn

schreiben wir auch kurz als t0
�===)

LN T ��

�
tn mit � := � 1 � � � � � � n . �

5.5 •A quiv alenz von LNT und LNT ��

Aufgabe des neuen SystemsLNT �� ist es, das System LNT zu ersetzen.Wir
fordern also eine •Aquivalenz der beiden Systemein dem Sinne, da� f •ur jede
m•ogliche Anfrage mit LNT �� dieselben L•osungen berechnet werden wie mit
LNT. Was hat sich beim •Ubergangzu LNT �� •uberhaupt ge•andert? Wir sind
von der •ublichen Darstellung von � -Termenzur de Bruijn-Notation •ubergegan-
gen, und wir haben die impliziten � - und � -Regeln des � -Kalk •uls durch die
expliziten Beta - und Eta -Regelndes�� -Kalk •uls ersetzt. Durch dasUmformen
der RegelnausR fallen die � xk ; yl -Lifter weg.Wir m•ussenalsoinsbesonderef•ur
die Case Eval-Regel •uberpr•ufen, ob sich dadurch etwas an den Ableitungen

•andert.

Wir zeigen in diesem Abschnitt die G•ultigk eit des folgenden kommutativ en
Diagrammes:

G
LNT ; � �

� � � � � � � � � ! H

D B

?
?
y

?
?
y D B

G0 � � � � � � � � � !
LNT �� ; �� � F

H 0

3Das bedeutet praktisch die Anwendung der � 0-Regel anstelle der Eta -Regel. Wir verwen-
den nicht direkt die � 0-Regel, da diesekeine elementare Ersetzungsregel ist.
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Dazu ist zu zeigen,da� f•ur jede Anfrage G und jede m•ogliche Anwendungeiner
Regel aus LNT auf G mit anschlie�ender � � -Reduktion (! H ) gilt, da� auf
die G entsprechende Anfrage G0 = DB (G) die zugeh•orige Regel aus LNT ��
anwendbar ist, und nach Reduktion mit �� � F , bis kein � F -Redex mehr vor-
handen ist (d.h., da� kein Substitutionsteil [s] mehr vorkommt), das Ergebnis
H 0 geradedie •UbersetzungDB (H ) desErgebnissesH ist.

Satz 5.5.1 ( •A quiv alenz von LNT und LNT �� )
Es sei G eine Anfrage f•ur das System LNT, G0 = DB (G) sei die de Bruijn-
•Ubersetzungvon G. Ferner sei r eine der RegelndesSystemsLNT und r 0 die
entsprechendeRegelaus LNT �� . Dann gelten die folgendenAussagen:

1. Falls r auf G anwendbar ist, dann seir (G) dasErgebnisdieserAnwendung
inklusiveAusf•uhrung der Substitution(en), aber ohne� � -Reduktion. Dann
ist auch r 0 auf G0 anwendbar, und f•ur das Ergebnis r 0(G0) dieser An-
wendung inklusive Ausf•uhrung der Substitution(en), aber ohne �� � F -
Reduktion, gilt: r 0(G0) �� !

�� � F
H 0 und H 0 = DB (r (G)#� � ).

2. Die Umkehrung4: Falls r 0auf G0anwendbar ist, dann seir 0(G0) dasErgeb-
nis dieser Anwendung inklusive Ausf•uhrung der Substitution(en), aber
ohne �� � F -Reduktion. Dann ist auch r auf G anwendbar, und f•ur das
Ergebnis r (G) dieser Anwendung inklusive Ausf•uhrung der Substituti-
on(en), aber ohne � � -Reduktion, gilt (wieder): r 0(G0) �� !

�� � F
H 0 und H 0 =

DB (r (G)#� � ).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage.Der Beweis der zweiten Aussage
verl•auft analog.

� Die Case Select -Regel:
Damit Case Select anwendbar ist, mu� die Anfrage die Form

G = � xk :case� yl :v(tm ) of pn : Xn ! ? Z; G1

haben. Au�erdem mu� f•ur ein i gelten: pi = � yl :v(X m (xk ; yl )). Dann gilt
f•ur die •ubersetzteAnfrage G0 = DB (G):

G0 = � kcase� l v(t0
m ) of p0

n : X 0
n ! ? Z; G0

1;

mit G0
1 = DB (G1), wobei nach Konstruktion der •Ubersetzung f•ur die

4Man beachte, da� wir keine Aussagen •uber beliebige Anfragen an LNT �� machen. Die
betrachteten Anfragen G0 sind stets D B - •UbersetzungenD B (G) der Anfragen G an LNT.
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t0
i ; p0

i und X 0
i gilt: 5

DB (� xk � yl :t i ) = � k+ l t0
i ;

DB (� xk :pi ) = � kp0
i ;

DB (� xk :X i ) = � kX 0
i :

Es gilt also auch p0
i = � l v(X m (k+l ; : : : ; 1)), und damit ist die Case Se-

lect -Regelaus LNT �� anwendbar, d.h. die Anwendbarkeit von r 0 auf G0

ist gezeigt.

Nach Anwendung der Regelerhalten wir in den beiden Kalk •ulen

� xk :f X m 7! � xk ; yl :tmgXi ! ? Z; G1

bzw. � khX m =� k+ l t0
m iX 0

i ! ? Z; G0
1:

Wir nennendie beiden Substitutionen � und � 0. Nachdem die X m in X i

bzw. X 0
i ersetzt wurden, gilt wegenDB (� xk � yl :t i ) = � k+ l t0

i , da�

DB (� xk :� (X i )) = � k � 0(X 0
i ):

Das hei�t: bis hier ist die neueRegeleinekorrekte •Ubersetzungder alten.

Nun kommen wir zur � � -Reduktion bzw. Beta / Eta -Reduktion. Nach
Satz 4.2.17gilt

a ! � b ( ) a ! Beta b0 und b = � (b0):

Daraus folgt, da� alle Beta -Reduktionen mit anschlie�ender � -Normali-
sierung denselben E�ekt haben wie die urspr•unglichen � -Reduktionen.
Nach Satz 4.2.17gilt

a ! � b ( ) a ! Eta b0 und b = � �� (b0);

wobei sich die Normalisierung � �� (b0) auf den Redext[? =], der durch Eta
erzeugt wird, beschr•ankt.

� Die Case Eval-Regel:
Case Eval ist nur anwendbar, wenn die Anfrage die Form

G = � xk :case� yl :f (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G1

hat. Dann gilt f•ur die •ubersetzteAnfrage G0 = DB (G):

G0 = � kcase� l f (t0
m ) of p0

n : X 0
n ! ? Z; G0

1;

5Wir k•onnen hier nicht etwa D B (t i ) = t0
i schreiben, da dann t i und t0

i aus dem Kon-
text gerissenw•aren: ohne die zugeh•origen � -Binder lassensich dieseTerme nicht ineinander
konvertieren.
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mit G0
1 = DB (G1), wobei (wie oben) f•ur die t0

i ; p0
i und X 0

i gilt:

DB (� xk � yl :t i ) = � k+ l t0
i ;

DB (� xk :pi ) = � kp0
i ;

DB (� xk :X i ) = � kX 0
i :

Die Case Eval-Regelnder beidenSystemeunterscheiden sich in der Art
und Weise, wie der de�nierende Baum f•ur die Funktion f angewendet
wird. Im System LNT haben die Regeln aus R die Form f (X m ) ! X ,
und die X m m•ussenzun•achst mit xk ; yl -Liftern gehoben werden (siehe
Abschnitt 3.4).

Nach Anwendung der Regelerhalten wir im Kalk •ul LNT:

� xk ; yl :� (X ) ! ? X ; � xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G1

mit � = f X m 7! � xk ; yl :tm g, wobei f (X m (xk ; yl )) ! X einexk ; yl -gehobe-
ne Regel ist.

Wir betrachten den Proze� desxk ; yl -Hebensnun etwas genauer:R ent-
halte die (ungehobene) Regel f (X m ) ! r (X m ). Nun wird ein xk ; yl -
Lifter auf dieseRegelangewendet, d.h. nach De�nition 3.4.2,da� die X m

durch X 0
m (xk ; yl ) ersetzt werden. Die gehobene Regel hat also die Form

f (X m (xk ; yl )) ! r (X m (xk ; yl )). (Wir verzichten dabei auf den Strich 0.)
Das Ergebnis der Regelanwendung ist also

� xk ; yl :�
�
r (X m (xk ; yl ))

�
! ? X ;

� xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G1

mit � = f X m 7! � xk ; yl :tm g.
Es gilt � xk ; yl :�

�
r (X m (xk ; yl ))

�
= � xk ; yl :r (

�
� xk ; yl :tm

�
(xk ; yl ))

= � � xk ; yl :r (tm ). Nach � -Reduktion erhalten wir also die Anfrage

� xk ; yl :r (tm ) ! ? X ; � xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G1:

Nun verfolgenwir die Auswertung derselben Anfrage im SystemLNT �� :
Wir verwendendie •Ubersetzungder xk ; yl -gehobenenRegel,d.h. wir •uber-
setzenf ! (f (X m (xk ; yl )) ; X ) im Kontext der xk und erhalten

DB [� xk ;yl ](f ! (f (X m (xk ; yl )); X )) = f ! (f (X m (k+l ; : : : ; 1)) ; X 0),

wobei X 0 = DB [� xk ;yl ](X ) ist. Die Regel, die wir anwenden m•ussen,hat
also die Form

f (X m (k+l ; : : : ; 1)) ! X 0.



5.5. •Aquivalenzvon LNT und LNT�� 75

Wir wendennun die Case Eval-Regelan und erhalten die Anfrage

� k+ l hX m =� k+ l t0
m i (X 0) ! ? X ,

� kcase� l X (k+l ; : : : ; 1) of p0
n : X 0

n ! ? Z; G0
1.

Dabei ist die zweite Zeile geradedie DB - •Ubersetzungvon

� xk :case� yl :X (xk ; yl ) of pn : Xn ! ? Z; G1,

soda� wir nur die ersteZeilebetrachten m•ussen.Bei der Untersuchung des
LNT-Schrittes hatten wir X = r (X m (xk ; yl )) gesetzt{ mit der Bedeutung,
da� die Ausdr•ucke X i (xk ; yl ) in r vorkommen k•onnen. Damit ist X 0 =
DB [� xk ;yl ](X ) = DB [� xk ;yl ](r (X m (xk ; yl ))). Die erste Zeile der Anfrage
lautet also

� k+ l hX m =� k+ l t0
m i

�
DB [� xk ;yl ](r (X m (xk ; yl )))

�
! ? X ,

und f•ur deren linke Seite gilt:

� k+ l hX m =� k+ l t0
m i

�
DB [� xk ;yl ](r (X m (xk ; yl )))

�

= hX m =� k+ l t0
m i

�
� k+ lDB [� xk ;yl ](r (X m (xk ; yl )))

�

= hX m =� k+ l t0
m i

�
DB (� xk ; yl :r (X m (xk ; yl )))

�

= DB (f X m 7! � xk ; yl :tm g
�
� xk ; yl :r (X m (xk ; yl ))

�
) (Satz 5.2.5)

= DB (� xk ; yl :r (
�
� xk ; yl :tm

�
(xk ; yl ))).

Da das Argument von DB zu � xk ; yl :r (tm ) � -reduziert wird, gilt auch

DB (� xk ; yl :r (
�
� xk ; yl :tm

�
(xk ; yl )))

�� !
�

DB (� xk ; yl :r (tm )),

und aus der Korrektheit von �� � F (Satz 4.2.17) folgt

DB (� xk ; yl :r (
�
� xk ; yl :tm

�
(xk ; yl )))

�� !
Beta ;�

DB (� xk ; yl :r (tm )).

� Die Pro jection -Regel:
Wir betrachten also Anfragen der Form

G = � xk :case� yl :X (tm ) of pn : Xn ! ? Z; G1:

Die •ubersetzteAnfrage G0 = DB (G) hat dann die Form

G0 = � kcase� l X (t0
m ) of p0

n : X 0
n ! ? Z; G0

1;

und esgelten wieder G0
1 = DB (G1) und

DB (� xk � yl :t i ) = � k+ l t0
i ;

DB (� xk :pi ) = � kp0
i ;

DB (� xk :X i ) = � kX 0
i
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f•ur die t0
i ; p0

i und X 0
i . Die Pro jection -Regel f•uhrt nun dazu, da� auf die

gesamte Anfrage G bzw. G0die Substitution � = f X 7! � xm :x i (Ho(xm ))g
bzw. � 0 = hX=� m i (Ho(m; : : : ; 1))i angewendet wird, wobei � 0 die DB -
•UbersetzungDB (� ) von � (nach De�nition 5.2.4) ist. Es gilt nach Satz
5.2.5:

DB (� (G)) = � 0(DB (G)):

Wieder folgt mit Satz 4.2.17die Behauptung.

� Die Imitation - und Function Guess-Regeln:
Hier ist der Beweis identisch mit dem zur Pro jection -Regel.

� Die Bind -Regel:
Hier k•onnen wir direkt Satz 5.2.5 anwenden:F•ur die Anfrage G = e ! ?

Z; G1 mit G0 = DB (G) = DB (e) ! ? Z; G0
1 und � = f Z 7! eg gilt

� 0 := DB (� ) = hZ=DB (e)i . Es folgt also DB (� (G)) = � 0(G0), und die
Behauptung gilt wegenSatz 4.2.17. �

Damit ist insgesamt f•ur die Anwendungeiner Regelin den SystemenLNT und
LNT �� die •Aquivalenzgezeigt.Wir folgern eineentsprechendeAussagef •ur eine
Kette von Regelanwendungen.

Folgerung 5.5.2 Es sei G eine Anfragean dasSystemLNT und G0 = DB (G).
F•ur jede AnfrageH , die sich aus G mit den Regeln aus LNT und � � -Reduktion
herleiten l•a�t, gibt es eine Anfrage H 0, die sich aus G0 mit den Regeln aus
LNT �� und �� � F -Reduktion herleiten l•a�t, so da� H 0 = DB (H ).

G � � � ! G1 � � � ! G2
�� � � � ! Gn� 1 � � � ! Gn = H

D B

?
?
y D B

?
?
y D B

?
?
y D B

?
?
y

?
?
y D B

G0 � � � ! G0
1 � � � ! G0

2 � � � � !
�

G0
n� 1 � � � ! G0

n = H 0

Beweis. Die Aussagel•a�t sich durch eine einfache Induktion •uber die L•ange l
der Ableitungsfolge zeigen:

� l = 0, d.h. H = G. Dann gilt nat•urlich auch DB (H ) = DB (G).

� l > 0. Sei r die LNT-Regel, die auf G angewendet wird. Nach Satz
5.5.1 ist dann die entsprechendeLNT �� -Regel r 0 auf G0 anwendbar, und
nach � � - bzw. �� � F -Reduktion erhalten wir Anfragen G1 bzw. G0

1 mit
G0

1 = DB (G1). F•ur die Anfrage G1 gilt die Behauptung nach Induktions-
voraussetzung. �
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Aus der •Aquivalenzzu LNT folgt sofort, da� f•ur LNT �� die gleichen Ergebnisse
hinsichtlich der Korrektheit, Vollst•andigkeit und Optimalit •at gelten wie f•ur
LNT:

Folgerung 5.5.3 (Korrektheit von LNT �� )
Falls I (t) �===)

LNT ��
� fg f•ur einen Term t, dann gilt � (t) �� ! true.

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.5 und Folgerung 5.5.2. �

Folgerung 5.5.4 (V ollst •andigk eit von LNT �� )
Falls � (t) �� ! true und � in R-Normalform ist, dann gibt es eine Substitution

� 0, so da� I (t) �===)
LNT ��

� 0
fg mit � 0 � F V (t) � .

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.6 und Folgerung 5.5.2. �

Folgerung 5.5.5 (Optimalit •at von LNT �� )
Sind I (t) �===)

LNT ��
� fg und I (t) �===)

LNT ��
� 0

fg zwei verschiedeneAbleitungen, dann

sind � und � 0 nicht vergleichbar, d.h. � � F V (t) � 0 und � 0 � F V (t) � .

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.7 und Folgerung 5.5.2. �

5.6 Beispiel

Nachdem wir die •Aquivalenz der beiden Kalk •ule nachgewiesenhaben, wollen
wir ein Beispiel betrachten. Durch die expliziten Beta - und Eta -Reduktionen
wird jeder der LNT-Ableitungsschritte in eine Folge elementarer Schritte (je
ein LNT �� -Schritt, gefolgt von mehreren�� � F -Schritten) zerlegt. Das folgen-
de Beispiel k•onnen wir nur ausschnittsweise betrachten, da eine vollst•andige
Ableitung von der Anfrage bis zur L•osung mehrere Seiten f•ullen w•urde. Den-
noch stellenwir zwei Teilfolgen,in denenexplizite Beta - bzw. Eta -Reduktionen
auftreten, vollst•andig dar.

Bei der Anwendung der Regeln m•ussenwir beachten, da� ein Ausdruck der
Form f (a;b) nur eineandereSchreibweisef•ur (( f a)b) ist: sokann beispielsweise
die App -Regel nicht in einem Schritt auf f (a;b) angewandt werden, sondern
wir erhalten die Ableitungen f (a;b)[[� ]] ! (( f a)[[� ]]b[[� ]]) ! (( f [[� ]]a[[� ]])b[[� ]]) 6.

Prinzipiell k•onnten wir auch die Regeln App und Function zu einer neuen
Regel

AppF un f (t1; : : : ; tn )[s] ! f (t1[s]; : : : ; tn [s])

kombinieren; dies w•are aber nur eine Abk •urzung f•ur die Folge

6Abweichend von unserer urspr•unglichen Notation verwenden wir f•ur die Substitutionen
nicht die eckigen Klammern [ und ] sondern die " Semantikklammern \ [[ und ]], da so die
Struktur der Ausdr •ucke bessererkennbar ist.
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f (t1; : : : ; tn )[s] = ((( f t1)t2) : : : tn)[s] � !
App

(((( f t1)t2) : : : tn� 1)[s] tn [s])

�� !
App

((( f [s] t1[s])t2[s]) : : : tn [s]) � !
Function

((( f t1[s])t2[s]) : : : tn [s])

= f (t1[s]; : : : ; tn [s]).

Beispiel 5.6.1
casef (� di� (� sinF (2; 1); 1)) of true : true ! ? X 1

= DB
�
casef (�x: di� (F (x; y); x)) of true : true ! ? X 1

�
7

+ LNT �� : Case Eval mit Regel f•ur f , neuesX 2

(� case1 of � cos1 : true)( � di� (� sinF (2; 1); 1)) ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Beta

(case1 of � cos1 : true)[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ App Case

case1[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] of

(� cos1)[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] : true[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ FV ar

case� di� (� sinF (2; 1); 1) of

(� cos1)[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] : true[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Lam bda

case� di� (� sinF (2; 1); 1) of

� ((cos1)[[* (� di� (� sinF (2; 1); 1)=)]]) : true[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+2 App, Const

case� di� (� sinF (2; 1); 1) of

� (cos1[[* (� di� (� sinF (2; 1); 1)=)]]) : true[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ FV arLift

case� di� (� sinF (2; 1); 1) of

� cos1 : true[[� di� (� sinF (2; 1); 1)=]] ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Const

case� di� (� sinF (2; 1); 1) of � cos1 : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
case�x: di� (�y : sin(F (x; y)) ; x) of �x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Eval mit Regel f•ur di� , neuesX 3;

7Wir geben vor jedem LNT �� -Schritt die Darstellung im normalen � -Kalk •ul an.
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� = hH=� (� sinF (2; 1)) ; X=� 1i 8

� (case(� (� sinF (2; 1)))( 1) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Beta

� (case(( � sinF (2; 1))[[1=]]) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Lam bda

� (case� ((sin F (2; 1))[[* (1=)]]) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� App, Function, FreeV ar

� (case� (sin F (2[[* (1=)]]; 1[[* (1=)]])) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� RVarLift, FV arLift

� (case� (sin F (1[[1=]][[" ]]; 1)) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ FV ar, VarShift

� (case� sinF (2; 1) of

8Die •Ubersetzung der x-gehobenen Regel f•ur di� ist

di� (H (1); X (1)) ! caseH (1) of � 1 : 1,
� sin(G(2; 1)) : cosG(1; X (1)) � di� (�G (2; 1); X (1)),
� ln( G(2; 1)) : di� (�G (2; 1); X (1))=G(1; X (1)).
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� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: case�y : sinF (x; y) of

�y :y : 1;

�y : sinG(x; y) : cosG(x; (�y :y)(x)) � di� (�y :G(x; y); (�y :y)x);

�y : ln G(x; y) : di� (�y :G(x; y); (�y :y)(x))=G(x; (�y :y)(x)) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Select ; � = hG=��F (2; 1)i

� (cos(��F (2; 1))( 1; (� 1)(1)) � di� (� (��F (2; 1))( 2; 1); (� 1)1)) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� Beta, � F

� (cos(��F (2; 1))( 1; 1) � di� (� (��F (2; 1))( 2; 1); 1)) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� Beta, � F

� (cosF (1; 1) � di� (�F (2; 1); 1)) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: (cosF (x; x) � di� (�y :F (x; y); x)) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Bind

case� (� (cosF (1; 1) � di� (�F (2; 1); 1)))( 1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Eta

case(� (cosF (1; 1) � di� (�F (2; 1); 1)))[[? =]] of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Lam bda

case�
�
(cosF (1; 1) � di� (�F (2; 1); 1))[[* (? =)]]

�
of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� App, Function, FreeV ar

case�
�
(cosF (1[[* (? =)]]; 1[[* (? =)]]) � di� (( �F (2; 1))[[* (? =)]]; 1[[* (? =)]]))

�

of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� FV arLift, Lam bda

case�
�
(cosF (1; 1) � di� (� (F (2; 1)[[* (* (? =))]]); 1))

�
of � cos(1) : true ! ? X 2;
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caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� FV arLift, Lam bda

case�
�
(cosF (1; 1) � di� (� (F (1[[* (? =)]][[" ]]; 1)) ; 1))

�
of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� FV arLift, VarShift

case�
�
(cosF (1; 1) � di� (� (F (2; 1)) ; 1))

�
of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
case�x:

�
(cosF (x; x) � di� (�y :(F (x; y)) ; x))

�
of

�x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Eval mit Regel f•ur � , neuesX 3;

� = hX=� cosF (1; 1); Y=� di� (� (F (2; 1)) ; 1)i 9

� case(� di� (� (F (2; 1)) ; 1))( 1) of

1 : (� cosF (1; 1))( 1);

s(Y 0(1)) : (� cosF (1; 1))( 1) + (� cosF (1; 1))( 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ Beta

� case(di� (� (F (2; 1)) ; 1)[[1=]]) of

1 : (� cosF (1; 1))( 1);

s(Y 0(1)) : (� cosF (1; 1))( 1) + (� cosF (1; 1))( 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� App, Function

� casedi� (( � (F (2; 1)))[[1=]]; 1[[1=]]) of

1 : (� cosF (1; 1))( 1);

s(Y 0(1)) : (� cosF (1; 1))( 1) + (� cosF (1; 1))( 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� Lam bda, App, Const; FV ar

� casedi� (� (F (2[[* (1=)]]; 1[[* (1=)]])) ; 1) of

1 : (� cosF (1; 1))( 1);

s(Y 0(1)) : (� cosF (1; 1))( 1) + (� cosF (1; 1))( 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� RVarLift, FV ar, VarShift; FV arLift

� casedi� (� (F (2; 1)) ; 1) of

1 : (� cosF (1; 1))( 1);

9Die •Ubersetzung der y-gehobenen Regel f•ur � ist:

X (1) � Y (1) ! caseY (1) of 1 : X (1); s(Y 0(1)) : X (1) + X (1) � Y 0(1)
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s(Y 0(1)) : (� cosF (1; 1))( 1) + (� cosF (1; 1))( 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� : : :

� casedi� (� (F (2; 1)) ; 1) of

1 : cosF (1; 1);

s(Y 0(1)) : cosF (1; 1) + cosF (1; 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: casedi� (�y :F (x; y); x) of

1 : cosF (x; x);

s(Y 0(x)) : cosF (x; x) + cosF (x; x) � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Eval mit Regel f•ur di� , neuesX 4

� = hH=� (�F (2; 1)) ; X=� 1i 10

� (case(� (�F (2; 1)))( 1) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 4;

� caseX 4(1) of

1 : cosF (1; 1);

s(Y 0(1)) : cosF (1; 1) + cosF (1; 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� wie schon f•ur � (case(� (� sinF (2; 1)))( 1) of : : : )

� (case� sinF (2; 1) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 4;

� caseX 4(1) of

1 : cosF (1; 1);

s(Y 0(1)) : cosF (1; 1) + cosF (1; 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: (case�y : sinF (x; y) of

�y :y : 1;

10 Die •Ubersetzung der x-gehobenen Regel f•ur di� ist

di� (H (1); X (1)) ! caseH (1) of � 1 : 1,
� sin(G(2; 1)) : cosG(1; X (1)) � di� (�G (2; 1); X (1)),
� ln( G(2; 1)) : di� (�G (2; 1); X (1))=G(1; X (1)).
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�y : sinG(x; y) : cosG(x; (�y :y)x) � di� (�y :G(x; y); (�y :y)x);

�y : ln G(x; y) : di� (�y :G(x; y); (�y :y)x)=G(x; (�y :y)x) ) ! ? X 4;

�x: caseX 4(x) of

1 : cosF (x; x);

s(Y 0(x)) : cosF (x; x) + cosF (x; x) � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cos(x) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+� LNT �� : Pro jection mit � = hF=�� 1i

� (case� (�� 1)(2; 1) of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 4;

� caseX 4(1) of

1 : cos(�� 1)(1; 1);

s(Y 0(1)) : cos(�� 1)(1; 1) + cos(�� 1)(1; 1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� : : :

� (case� 1 of

� 1 : 1;

� sinG(2; 1) : cosG(1; (� 1)(1)) � di� (�G (2; 1); (� 1)1);

� ln G(2; 1) : di� (�G (2; 1); (� 1)(1))=G(1; (� 1)(1)) ) ! ? X 4;

� caseX 4(1) of

1 : cos1;

s(Y 0(1)) : cos1 + cos(1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: (case�y :y of

�y :y : 1;

�y : sinG(x; y) : cosG(x; (�y :y)x) � di� (�y :G(x; y); (�y :y)x);

�y : ln G(x; y) : di� (�y :G(x; y); (�y :y)x)=G(x; (�y :y)x) ) ! ? X 4;

�x: caseX 4(x) of

1 : cosx;

s(Y 0(x)) : cosx + cosx � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cos(x) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Select , � = ?

� 1 ! ? X 4;

� caseX 4(1) of

1 : cos1;

s(Y 0(1)) : cos1 + cos(1) � Y 0(1) ! ? X 3;
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case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ LNT �� : Bind , � = hX 4=� 1i

� case(� 1)(1) of

1 : cos1;

s(Y 0(1)) : cos1 + cos(1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� : : :

� case1 of

1 : cos1;

s(Y 0(1)) : cos1 + cos(1) � Y 0(1) ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
�x: case1 of

1 : cosx;

s(Y 0(x)) : cosx + cosx � Y 0(x) ! ? X 3;

case�x:X 3(x) of �x: cos(x) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Select , � = ?

� cos1 ! ? X 3;

case�X 3(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ LNT �� : Bind , � = hX 3=� cos1i

case� (� cos1)(1) of � cos(1) : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

+� : : :

case� cos1 of � cos1 : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1

= DB
�
case�x: cosx of �x: cosx : true ! ? X 2;

caseX 2 of true : true ! ? X 1
�

+ LNT �� : Case Select , � = ?

true ! ? X 2; caseX 2 of true : true ! ? X 1

+ LNT �� : Bind , � = hX 2=truei

case true of true : true ! ? X 1

+ LNT �� : Case Select , � = ?

true ! ? X 1

+ LNT �� : Bind , � = hX 1=truei

? .
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Damit ist die berechnete L•osung: hF=�� 1i ; das entspricht der L•osung f F 7!
�x; y:yg f•ur die urspr•ungliche Anfrage an LNT.

Bemerkung 5.6.2 Wir sind in diesemBeispiel von der angegebenenRedukti-
onsstrategieabgewichen und haben immer nur die Ausdr •ucke �� � F -reduziert,
die f•ur die weitere Berechnung erforderlich waren. Wir h•atten stattdessennach
jedemLNT �� -Schritt einevollst•andige Reduktion auf �� � F -Normalform ange-
ben m•ussen.Dies h•atte jedoch zu einer noch l•angerenAbleitungsfolge gef•uhrt
{ zum Nachvollziehen der Regelnreicht dieseDarstellung jedoch aus. �



86 Kapitel 5. De�nierendeB•aume mit ExplizitenSubstitutionen



87

Kapitel 6

Zusammenfassung

Wir haben das System LNT [HP96], das NeededNarrowing mit de�nierenden
B•aumen h•oherer Ordnung realisiert, in den � -Kalk •ul in de Bruijn-Notation
[dB72] transformiert. Dieser Kalk •ul l•a�t sich als

"
Faktorisierung\ der � - •Aqui-

valenz betrachten, da ein � D B -Term t0 = DB (t) der Restklassealler zu t � -

•aquivalenten Terme aus � entspricht.

Die implizite Anwendung von � - und � -Reduktionsschritten haben wir durch
explizite Beta - und Eta -Reduktionen ersetzt, die mit Hilfe des�� -Kalk •uls (mit
der Erweiterung um eine explizite Eta -Regel) [LRD94, Bri95] •uber explizite
Substitutionen in kleinen Schritten berechnet werden.

Das neueSystemLNT �� ist dadurch e�zien ter zu implementieren, da esnicht
modulo �� � -Konversion sondernnur mit syntaktischer Gleichheit arbeitet.

Die Korrektheits-, Vollst•andigkeits- und Optimalit •atsresultate f•ur LNT •uber-
tragen sich unmittelbar auf LNT �� , da die beidenSystemezueinander •aquiva-
lent sind.

Ausblic k

In der jetzigenFassungwerdenalle expliziten Substitutionen vollst•andig berech-
net, bevor ein neuerLNT �� -Schritt erfolgt. Dadurch werdenauch unn•otige Be-
rechnungen ausgef•uhrt, etwa in der rechten Seiten Xn einesCase-Ausdruckes,
die nicht ausgew•ahlt werden. Hier ist eine Optimierung m•oglich, indem nur
die zur weiteren Berechnung ben•otigten Unterterme � -normalisiert werden: in
Case-Ausdr•ucken caset of pi : X i also zun•achst nur t und die pi { erst nach
Anwendung der Case Select -Regel ist eine Normalisierung des ausgew•ahlten
Xi n•otig.

Eine weitereFragestellungin diesemZusammenhangist, welche Verbesserungen
durch andere Reduktionsstrategien m•oglich sind. Fa�t man zum Beispiel (als
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allgemeinsteVariante) die LNT �� -Regeln und die Regeln des Systems�� � F
zusammen,ohnedie Reihenfolgeder Anwendungvorzuschreiben, dann k•onnen
auf beliebigenicht-reine Terme(alsoTermemit Substitutionsanteil [s]) LNT �� -
Regelnangewendet werden. So entsteht ein neuer Kalk •ul, in dem mehr Ablei-
tungen m•oglich sind.

Die Verwendung der de Bruijn-Notation vereinfacht zwar das
"
Rechnen\ mit

� -Termen, nicht aber ihre Lesbarkeit. Analog zu unseremAnsatz l •a�t sich ei-
ne LNT-V ariante scha�en, die mit expliziten Substitutionen f •ur gew•ohnliche
� -Terme arbeitet.
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Anhang A

•U bersicht •uber � -Kalk •ule mit
expliziten Substitutionen

A.1 �� -Kalk •ule

�� -Kalk •ule wurden in [ACCL91] vorgestellt und in [DHK95, DHKP96] f •ur die
Uni�k ation h•oherer Ordnung verwendet.

A.1.1 Der unget ypte �� -Kalk •ul

Die folgendenDe�nitionen stammen aus [ACCL91]:

Terme a ::= 1 j (a a) j �a j a[s]
Substitutionen s ::= id j " j a � s j s � s

Beta (�a )b ! a[b� id]

VarId 1[id] ! 1
VarCons 1[a:s] ! a
App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
Abs (�a )[s] ! � (a[1 � (s � " )])
Clos (a[s])[t] ! a[s � t]

IdL id � s ! s
ShiftId " � id ! "
ShiftCons " � (a � s) ! s
Map (a � s) � t ! a[t] � (s � t)
Ass (s1 � s2) � s3 ! s1 � (s2 � s3)
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F•ur die Normalformen � (t) von t gilt dann: a � � !
Beta

b ) � (a) �� !
�

� (b).

Wegender Existenz kritischer Paarewerdennoch folgendeRegelnhinzugenom-
men:

Id a[id] ! a
IdR s � id ! s
VarShift 1� " ! id
SCons 1[s] � (" � s) ! s

A.1.2 Der unget ypte �� -Kalk •ul mit Namen

In [ACCL91] wird auch eine Variante des �� -Kalk •uls vorgestellt, die statt de
Bruijn-Indizes die normale Darstellung von � -Termenmit Variablen verwendet:

Terme a ::= x j (a a) j �x:a j a[s]
Substitutionen s ::= id j " j (a=x) � s j s � s

Beta (�x:a )b ! a[(b=x) � id]

Var1 x[(a=x) � s] ! a
Var2 x[(a=y) � s] ! x[s] f•ur x 6= y
Var3 x[id] ! x
App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
Abs (�x:a )[s] ! �x: (a[(x=x) � (s � " )])
Clos (a[s])[t] ! a[s � t]

IdL id � s ! s
ShiftId " � id ! "
ShiftCons " � (a � s) ! s
Map (a � s) � t ! a[t] � (s � t)
Ass (s1 � s2) � s3 ! s1 � (s2 � s3)

A.1.3 Der unget ypte �� -Kalk •ul mit Meta-V ariablen

Wir geben f•ur die ungetypte Versiondie Syntax der Termeund dasRegelsystem
aus [DHK95] an:

Terme a ::= 1 j X j (a a) j �a j a[s]
Substitutionen s ::= Y j id j " j a:s j s � s

wobei X 2 X und Y 2 Y Term- bzw. Substitutions-Metavariablen sind.
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Beta (�a )b ! a[b:id]

App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
VarCons 1[a:s] ! a
Id a[id] ! a
Abs (�a )[s] ! � (a[1:(s� " )])
Clos (a[s])[t] ! a[s � t]

IdL id � s ! s
ShiftCons " � (a:s) ! s
AssEn v (s1 � s2) � s3 ! s1 � (s2 � s3)
MapEn v (a:s) � t ! a[t]:(s � t)
IdR s � id ! s
VarShift 1: " ! id
SCons 1[s]:(" � s) ! s

Eta � (a 1) ! b falls a = � b[" ]

A.2 �� -Kalk •ul

Der �� -Kalk •ul wurde in [Les94] vorgestellt und hat folgendeSyntax und Regeln:

Terme a ::= n j (a a) j �a j a[s]
Substitutionen s ::= a= j * (s) j "

Beta (�a )b ! a[b=]

App (a b)[s] ! (a[s] b[s])
Lam bda (�a )[s] ! � (a[* (s)])
FV ar 1[a=] ! a
RVar n+1[a=] ! n
FV arLift 1[* (s)] ! 1
RVarLift n+1[* (s)] ! n[s][" ]
VarShift n[" ] ! n+1

A.3 �xg c-Kalk •ul

Im folgendenpr•asentieren wir einen Kalk •ul mit expliziten Substitutionen, der
mit den •ublichen � -Termen { also nicht in de Bruijn-Notation { arbeitet. Der
�xg c-Kalk •ul verwendetwie der �� -Kalk •ul keineexplizite Komposition von Sub-
stitutionen, und esgibt eine explizite GarbageCollection.

Die folgendenDe�nitionen stammenaus[Ros96] und beruhenauf [Ros92, BR95].
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De�nition A.3.1 ( �x -Pr •aterme) Die Menge der �x -Pr •aterme ist de�niert
durch

t ::= x j �x:t j (t t) j t [x := t]: �

�x -Terme werden als Restklassenvon � -Termen modulo � -Konversion ein-
gef•uhrt:

De�nition A.3.2 ( �x -T erme)
1. Die Menge der freien Variablen eines �x -Pr•aterms M , F V(M ), wird

induktiv de�niert durch: F V(x) = f xg, F V(�x:M ) = F V (M ) n f xg,
F V((M N )) = F V(M ) [ F V(N ) und

F V(M [x := N ]) := (F V (M ) n f xg) [ F V(N ):

Ein �x -Pr•aterm M hei�t geschlossen, falls F V(M ) = ? .

2. Die Umbennenung aller freien Auftreten von y in M nach z wird mit
f y 7! zgM bezeichnet und induktiv •uber M de�niert durch

� f y 7! zgx := z, falls x = y,

� f y 7! zgx := x, falls x 6= y,

� f y 7! zg�x:M := f y 7! zg(f x 7! x0g�x 0:M )
f•ur ein x0 =2 F V(�x:M ) [ f y; zg,

� f y 7! zg(M N ) := (f y 7! zgM f y 7! zgN ) und

� f y 7! zg(M [x := N ]) := (f y 7! zgf x 7! x0gM )[x0 := f y 7! zgN ]
f•ur ein x0 =2 F V(�x:M ) [ f y; zg.

3. � -Konversion von �x -Pr•atermen wird induktiv de�niert durch x = � x;
�x:M = � �y :N , falls f x 7! zgM = � f y 7! zgN f•ur ein z =2 F V(M N );
(M N ) = � (P Q), falls M = � P und N = � Q { und M [x := N ] = � P[y :=
Q], falls N = � Q und f x 7! zgM = � f y 7! zgP f•ur ein z =2 F V(M P).

4. Die Mengeder �x -Terme, � x, ist die Mengeder �x -Pr•aterme modulo = � .
Ein �x -Term hei�t geschlossen, wenn seineRepr•asentanten geschlossene
�x -Pr•aterme sind. �

De�nition A.3.3 ( �xg c-Reduktion) Auf � x werden die folgendenReduk-
tionen de�niert:

1. Substitutionserzeugung: ! b ist die kleinste Relation, die mit

(�x:M )N ! M [x := N ] (b)

kompatibel1 ist.
1Kompatibilit •at haben wir in De�nition 2.2.15 erkl•art.
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2. Explizite Substitution: ! x ist die kleinste Relation, die mit

x[x := N ] ! N , (xv)
x[y := N ] ! x, falls x 6= � y, (xvgc)
(�x:M )[y := N ] ! �x:M [y := N ] und (xab)
(M 1 M 2)[y := N ] ! (M 1[y := N ] M 2[y := N ]) (xap)

kompatibel ist.

3. GarbageCollection : ! gc ist die kleinste Relation, die mit

M [x := N ] ! M , falls x =2 F V(M ) (gc)

kompatibel ist. Falls x =2 F V (M ), hei�t N Garbage.

4. �xg c-Reduktion ist � !
bxgc

:= ! b [ ! x [ ! gc, �x -Reduktion ist � !
bx

:= ! b

[ ! x , und � !
xgc

:= ! x [ ! gc. �

Beispiel A.3.4 Wir betrachten Reduktionen des Terms (�y :(�z :z)y)x im � -
Kalk •ul und im �xg c-Kalk •ul:

(�y :(�z :z)y)x ! � (�z :z)x ! � x,

(�y :(�z :z)y)x ! b (( �z :z)y)[y := x] ! b z[z := y][y := x]
! xv y[y := x] ! xv x,

(�y :(�z :z)y)x ! b (( �z :z)y)[y := x] ! xap (�z :z)[y := x](y[y := x])
! xab (�z :z[y := x])(y[y := x]) ! xv (�z :z[y := x])x ! gc (�z :z)x
! b z[z := x] ! xv x.

Satz A.3.5 ([Ros96 ])
Jeder (ungetypte) � -Term, der stark � -normalisierend ist, ist auch stark � !

bxgc
-

normalisierend. D.h. � !
bxgc

bewahrt die starke Normalisierung von ! � . �
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Symbolv erzeichnis

Symbol Bemerkung Seite

N; N0 nat•urliche Zahlen (ohne und mit 0) 5
T0 Grundt ypen 6
T Typen 6
! Typ-Konstruktor 6
� Funktionssymbole 6
� (f ) Typ von f 6
V� Variablen vom Typ � 6
V(T ) Vereinigung der V� 6
A(T ) Atome 6
L (T ) korrekt getypte � -Terme 6
(e1 e2) Applik ation 6
(�x:e ) � -Abstraktion 6
e : � e ist vom Typ � 6

 Produkt-T ypen 7
Sub(t) Unterterme von t 7
jej Termgr•o�e 7
B V(e) gebundeneVariablen 7
F V(e) freie Variablen 7
Or d(� ) Ordnung desTyps � 7
(A; ! ) Reduktionssystem 8
� � � -Konversion 9
� � � -Konversion 9
� � � -Konversion 9
! � � -Reduktion 9
! � � -Reduktion 9
! � � -Reduktion 9
! � � ! � [ ! � 9
! + transitiv e H•ulle von ! 9
 !� symmetrische/re
exiv e/transitiv e H•ulle von ! 9
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 !� � � - •Aquivalenz 9
 !� � � - •Aquivalenz 9
 !� � � � � - •Aquivalenz 9
t#� � -Normalform von t 11
H ead(t) Kopfsymbol von t 11
t " � � -expandierte Form 12
t l �

� lange � � -Normalform 12

L exp � -expandierte Terme 13
L � Abschlu� von L exp 13
Dom(� ) Tr•ager einer Substitution 14
Rng(� ) eingef•uhrte Variablen 14
I d Identit •atssubstitution 14
� jW 0 Einschr•ankung 14
b� Fortsetzung von � 14
� [ � Vereinigung von � und � 15
� � � Komposition von � und � 15
= [W ] gleich •uber W 15
= � [W ] � -gleich •uber W 15
� [W ] allgemeiner •uber W 15
� � [W ] � -allgemeiner •uber W 15
� � [W ] � -allgemeiner •uber W 15
� � � [W ] � � -allgemeiner •uber W 15
M 1 [ M 2 Vereinigung von Multimengen 16
hs; ti Termpaar 20
U(S); U(s; t) Mengender Uni�k atoren 20, 24
mgu(S) allgemeinsterUni�k ator von S 21
� S allgemeinsterUni�k ator von S 21
ST Transformationsregeln(1. Ordnung) 21
mgu(S)[W ] mgu von S, weg von W 23
CSU(S)[W ] vollst•andige Uni�k atormengevon S, weg von W 25
HT Transformationsregeln(h•oherer Ordnung) 30
CT Transformationsregeln(h•oherer Ordnung) 32
P Pr•adikatsymbole 34
! P Termersetzungsschritt mit Regelaus P 34
; [p;l= r ;� ] Narrowing-Schritt 35
� Muster 38
rule Regelknotenin de�nierendem Baum 38
branch Verzweigungsknotenin de�nierendem Baum 38
Eval Auswertung einer Anfrage 39
caseX of Case-Ausdruck 40
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Case(t) •Ubersetzungin Case-Ausdr•ucke 40
EC(t) •Ubersetzungvon Anfragen in Case-Terme 40
I (t) Initiale Anfrage 42
LNT LNT im Fall h•oherer Ordnung 41
=)
LN T

Reduktion mit LNT-Regeln 42

V Variablen und Konstanten 48
X Meta-Variablen 48
�( V; X ) o�ene � -Terme 48
� Substitution mit Umbenennung gebundener

Variablen
48

� V Umbenennung gebundenerVariablen aus V 49
� D B (X ) � -Terme in de Bruijn-Notation 50
n de Bruijn-Index 50
juj � -H•ohe der Position u 50
R Referential 50
tr (x; R) de Bruijn- •Ubersetzungmit Referential R 50
+ Lift-Op erator 51
f n 7! bg Substitution 51
! � � -Reduktion auf � D B (X ) 52
! � � -Reduktion auf � D B (X ) 52
a1:a2 : : : an :id simultane Substitution 53
" internalisiert + (Lift) 53
T�� (X ; Y) Terme des�� -Kalk •uls 53
a[s]

"
Closure\ : explizite Substitution 54

id Identit •at: explizite Substitution 54
a:s Konkatenation: explizite Substitution 54
s � s Komposition: explizite Substitution 54
�� �� -Kalk •ul 54
= �� Gleichheit modulo �� 54
� �� ohne Beta 54
= � Gleichheit modulo x 54
a= explizite Substitution (�� -Kalk •ul) 57
* (s) Lift 57
" Shift 57
Beta explizite Beta -Regel (�� -Kalk •ul) 57
�� �� -Kalk •ul 57
� �� -Kalk •ul ohne Beta -Regel 57
� (t) � -Normalform von t 57
Eta explizite Eta -Regel (�� -Kalk •ul) 59
? Bottom-Symbol in Eta -Regel 59
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! � 0 � 0-Reduktion 59
� Kontext (getypter �� -Kalk •ul) 60
�� � F �� � F -Kalk •ul 60
� F �� � F ohne Beta und Eta 60
hX=si FO-Substitution 65
f n

case Funktionssymbole f•ur Case-Konstrukte 67
i Einbettung von case-Termen 67
e anschaulich: i � 1 in de Bruijn-Notation 67
DB (t) de Bruijn- •Ubersetzungvon Case-Termen 67
� 0= DB (� ) de Bruijn- •Ubersetzungvon Substitutionen 68
DB [� xk ](t) de Bruijn- •Ubersetzungim Kontext von Bindern 69
f ! Funktionssymbol, das ! repr•asentiert 69
LNT �� LNT im �� -Kalk •ul 70
===)
LN T ��

Reduktion mit LNT �� -Regeln 71
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