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Kapitel 1

Einleitung

Die funktional-logische Programmierung fehrt die Vorteile der funktionalen und
der logischen Programmierung in einemgemeinsamerkKonzept zusammen.Bei-
de Sprachkonzeptesind deklarativ, d.h. ein Programm enth alt keinealgorithmi-
sche Besdireibung desL esungswegeswie in prozeduralenSpraden sonderneine
Besdireibung des Problemes:funktionale oder kausale Abh angigkeiten werden
in einer mathematischen Notation formuliert, und die Semarik einesProgram-
mes kann eber diese Notation leichter de niert werden als dies bei prozedu-
ralen Programmen der Fall ist. Dies erleichtert nicht nur die Programmierung
selbst, sondernermeglicht auch die Uberprefung der Korrektheit. In ihren rei-
nen Formen sind dieseSpracen frei von Nebene ekten, die das Verhalten eines
Programmesunebersictlich machen.

Funktionale Programmierspracden wie Miranda, Haskell, Gofer, LISP, Stheme
oder ML erlauben die De nition von Funktionen heherer Ordnung und basie-
ren auf Termersetzungssystemerur Reduktion funktionaler Ausdreicke. Durch
verzegernde Auswertungsstrategien sind unendliche Datenstrukturen meglich,
weldhe immer nur sowveit ausgevertet werden, wie dieserforderlich ist. Die Kon-
zepte der Abstraktion und Applik ation des -Kalk uls werden unterstutzt, Pat-
tern Matching als Alternativ e zur Verwendungvon Test-und Selektionsoperato-
ren erlaubt eine vereinfacte Darstellung funktionaler Programme. Funktionen
kennen auch rekursiv de niert werden,soda alle -rekursiven Funktionen und
damit alle Turing-berederbaren Funktionen durch funktionale Programme be-
recherbar sind.

Logisthe Programmierspracen wie Prolog verwenden Klauseln mit logischen
Pradikaten und basierenauf Uni k ation und dem Resolutionsprinzip von Ro-
binson. Die mathematische Grundlage dieserProgrammierspradenist die Pr adi-
katenlogik erster Stufe, fur die es einen Resolutionsalgorithmus gibt, der die
Entscheidbarkeit der Uni k ation erster Ordnung ausrutzt. Erweiterungen auf
Pradikatenlogik heherer Stufen erfordern auch Uni k ation heherer Ordnung,
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die im allgemeinenunentscheidbar ist. Die Abwesenheitvon Funktionsde nitio-
nen ersdwert eine deterministische Auswertung, da die Suche nach Lesungen
fur eine Anfrage nicht-deterministisch erfolgt.

In der funktional-logischen Programmierung werdendieseKonzepte nun zusam-
mengetihrt. Operationale Grundlageist hier dasNarrowing, eine Ubersidct gibt
[Han94b], [Pre9q vergleidit eine Reihe von Narrowing-Verfahren und preasen-
tiert versdiedene Anwendungen. Beispiele funktional-logischer Programmier-
spradhen sind ALF [HS91], BABEL [MR92], K-LEAF [BGL™* 87 und SLOG
[Fri85]. Die jungste Entwicklung in diesemBereich ist die Programmiersprade
Curry [HKMN95, Han97h], deren Narrowing-Strategie mit de nierenden B au-
men [Ant92, AEH94, HP96] arbeitet. Diese Sprache wurde mittlerw eile auch in
einer Vorlesungeber Deklarative Programmierspracen an der RWTH Aachen
eingesetzt{ ein Konzept zur gleichzeitigen Einfehrung in die funktionale und
Logikprogrammierung mit Hilfe von Curry ernthalt [Han974.

Beispiel (Sym bolisches Di erenzieren)
das symbolisch di erenziert, ist durch

Ein funktional-logischesProgramm,

d (yy;X) ' 1
di (y:sin(F(y));X) ! cosF(X)) di (y:F(y);X)
di (y:coqF(y));X) ! (1) sin(F(X)) di (y:F(y);X)
di (y:In(F(y);X) t di (y:F(y);X)=F(X)

di (y:F(y)+ G(y);X)
di (y:F(y) G(y):X)

di (y:F(y);X)+di (y:G(y);X)
di (y:F(y):X) G(X)

+di (y:G(y);X) F(X)

gegelen. Auf die Anfrage x: di (y :sin(F(x;y)):x) ! ? x: cogx) sollte als
Antwort die Substitution = fF 7! x; y:yg beretinet werden.

Nadch jedem Narrowing-Sdritt erfolgt eine implizite  -Reduktion des Terms
im -Kalkuel: sowird etwa ( x:s )t zu fx 7! tgs, und die Substitution fx 7! tg
erfolgt implizit. Dadurch sind die - und -Regelndes -Kalkuls keine Termer-
setzungsregelrerster Ordnung. -Kalk eile mit expliziten Substitutionen ersetzen
die klassishien - und -Regelndurch neueRegeln,soda Termeder Form t[s]
ertstehen, wobei die ekigen Klammern und s syntaktische Objekte sind. Es
werden dann Termersetzungsregelrerster Ordnung eingekihrt, mit denen die
Substitution bewerkstelligt wird. Dadurch wird ein - oder -Reduktionssdritt
zu einer Folge von Reduktionssdiritten, an deren Ende wieder ein reiner Term
steht, d.h. ein Term ohne Substitutionsanteil [s]. Zwei dieser Kalk ele sind
[ACCL91, DHK95] und  [Les94 BBLRD95]. Eine Einfethrung und ®bersidt




eber vershiedene -Kalkele mit expliziten Substitutionen gibt [Ros9€ { dieses
Papier enthalt auch eine sehr ausfehrliche, teilweise kommertierte Bibliogra-
phie.

Aufgabe der vorliegendenDiplomarbeit ist es, einen dieser Kalk elle mit expli-
ziten Substitutionen auf das Narrowing-Verfahren LNT [HP96] anzuwenden,
um so durch das Ersetzen der impliziten Substitutionen die Grundlage fur ei-
ne e zien te Implementierung zu scha en. Wir stellen das Narrowing-Verfahren
LNT  vor, welches eine modi zierte Versiondes -Kalkels verwendet und
dabei aquivalent zu LNT bleibt.

Die Arb eit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 gebenwir die grundlegendenDe nitionen des(einfach getyp-
ten) -Kalkels. Wir betrachten Uni k ationsprobleme heherer Ordnung
und erklaren Narrowing-Verfahren.

Kapitel 3 fuhrt in dasNarrowing-Verfahren LNT ein, dasin dieserArb eit
weitererntwickelt wird.

Kapitel 4 stellt -Kalkele mit expliziten Substitutionen vor: Wir betrach-
tendie -und -Kalkele, in denen -Reduktion internalisiert, d.h. zu
einer Reduktionsregel auf der syntaktischen Ebene gemadit wird, und
geben fur letzteren eine Erganzung um eine explizite -Regelan.

In Kapitel 5 kombinieren wir dasLNT-V erfahrenmit dem -Kalk sl und
weisendie Aquivalenz desneuenVerfahrenszu LNT nach.

Kapitel 6 schliet die Arbeit mit einer Zusammenfassungind einemAus-
blick ab.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Terme

Kon vention 2.1.1 (nat mrlic he Zahlen) Wir setzenN := f1;2;3;:::g. Die
MengefO0;1;2;::: g nennenwir N,.

De nition  2.1.2 (Signatur, Funktionssym bole, Terme, [BA95 ])

Es sei eine Menge von Funktionssymbolen, jedemf 2  seieine Stelligkeit
n 2 N, zugeordnet. (") bezeitine die Menge der n-stelligen Funktionssymbole
aus . Dann heit eine Signatur.

Weiter sei X eine Mengevon Variablen. Dann ist T( ;X) die kleinste Menge,
die X enthalt und unter Funktionsapplikation abgesbtlossenist: d.h. fer jedes
f 2 (M und Termety;:::;ty 2 T( ;X) gilt auch f(t1;::::tn) 2 T( ;X).
T( ;X) heit Mengeder -Terme Hat f Stelligkeit O, schreiben wir f statt
f(.

De nition  2.1.3 (P ositionen) Eine Position ist eine Folge n1:  :ng von
Zahlen n; 2 N oder die leere Sequenz". Fer einen Term t und eine Positi-
on p ist tj, de niert durch
8
. <t falsp=",
tip :=

tjp heit Teilterm von t an Position p. Mit t[s], wird der Term bezeidinet, der
ertsteht, indem der Teilterm von t an Position p durch s ersetzt wird.
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2.2 Der einfach getypte -Kalk wul

2.2.1 -Terme

Im folgendengeben wir eine kurze Zusammenfassungler wesettlichen Eigen-
schaften deseinfach getypten -Kalkulls.

De nition  2.2.1 (T ypen, Typ-Konstruktor ! ) EsseiTy eineMengevon
Grundtypen. Dann de nieren wir induktiv die Mengeder Typen T als die klein-
ste Menge,die Tound mit ; 2T auch ( ! ) enthalt.

Kon vention 2.2.2 Der Typ-Konstruktor ! ist rechtsassoziativund ferr ( 1!
(2! (n! )::)) screibenwir kurz  q;::r; !

De nition  2.2.3 (Funktionssym bole, Variablen, Atome)

Sei eine Signatur, jedesSymbol f 2 habe einen eindeutigen Typ (f) 2
T. Zu jedem Typ 2 T existiere eine abzghlbar unendliche Menge V von
Variablen diesesTyps. Wir setzenV(T) = o V.A(T)=V(T)[ heit
Menge der Atome.

De nition  2.2.4 ((k orrekt) getypte -Terme) Die MengelL(T) der (kor-
rekt) getypten -Terme ist die kleinste ObermengeL von A(T), die folgenden
Abschlu eigenschaften germgt:

1. Applikation: Fer e; 2 L vom Typ ! und e, 2 L vom Typ st
(1) 2 L vom Typ

2. Abstraktion: Fer e2 L vom Typ und x 2 V ist (x:e) 2 L vom Typ
!

Wir bezeitinen mit (e) den Typ einesTerms e und screibenauch e: , um
auszudricken,da evom Typ ist.

Kon vention 2.2.5 Im folgendengehenwir davon aus, da alle auftretenden
-Terme korrekt getypt sind, auch wenn ihre Typen nicht explizit angegelen
werden.

Kon vention 2.2.6 Wir legenfest, da Funktionsapplikation standardma ig
linksassoziativist, soda (:::((e1e2)e3):::€en) kurz als (e1e;:::€,) gestirieben
werden kann. Eine Folge von -Abstraktionen x 1:( X 2:(::: X n:€):::) sdrei-
benwir als Xj:e. Klammern werden weggelassenwenn dabei die Bedeutung
klarbleibt. Der Punkt bezieh soviel Redtskontext wie meglich mit ein, soda
z.B. x:stu als ( x: ((st)u)) interpretiert wird.
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De nition  2.2.7 (kartesisc he Pro dukt ypen) Fur q1;:::; o 2 T sei 3
n der kartesischeProdukttyp von 1 bis . T seidie kleinste Menge, die
T enthalt und unter Bildung von Produktt ypen abgesbalossenist.

Bemerkung 2.2.8 (Curry-lsomorphism us) Kartesische Typen sind kein
Bestandteil desklassishien -Kalkels, und wir werdensie hier nicht verwenden.
Dies ist aber keine Einschrankung, da wir Produktt ypen nur bei mehrstelligen
Funktionssymbolen benetigen, und mber den Curry-Isomorphismus

c:(1 n!l )7 (1! ! )
erhalten wir zugehorige Typen, die auch partiel le Applikationen erlauben.

Bemerkung 2.2.9 In [Bar84], Seite 6, ndet man den Hinweis, die Beob-
achtung, da mebhrstellige Funktionen auf einstellige reduziert werden kennen,
stamme von Scen nk el [Sth24).

De nition  2.2.10 (Un terterme) Seit 2 L(T). Dann ist die Menge Sub(t)
der Unterterme von t induktiv de niert durch:

8

3 ftg; t atomar;
Sub(t) := 5 ftg[ Sub(ty) [ Sub(ty); t= (t1t2);

" ftg[ Sub(e); t= xe

De nition  2.2.11 (V ariablen, Grundterm)
Seit 2 L(T). Dann ist Var(t) die Menge aller in t vorkommendenVariablen.
Gilt Var(t) = ?, dann heit t ein Grundterm.

De nition  2.2.12 (Termgr ® e, Scope, gebunden, frei, linear)

Die Termgre e jg einesTerms e ist die Anzahl seiner atomaren Unterterme.
Eine Variable x tritt gebundenim Term e auf, wenn e einen Unterterm x:e °
erthalt. In diesemFall heit €°der Gultigkeitskereich oder Sope diesesbinden-
den Auftretens von x. Die Mengeder gebundenenVariablen von e heit BV (e).
Eine Variable x tritt frei im Term e auf, wenn x ein Unterterm von e ist, aber
nicht im Scope einesbindenden Auftretens von x auftritt. Die Mengeder freien
Variablen von e heit FV(e). e heit linear, falls in ihm keine freie Variable
mehrfach auftritt.

De nition  2.2.13 (Ordn ung, Sprache der Ordn ung n) Fer Typen 2
T ist die Ordnung Ord( ) induktiv de niert als:
8
K 2 To
Ord( ) == .
- max(Ord( )+ 1,0rd( )); = |
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Die Ordnung einer Funktionskonstarte oder Variablen ist die Ordnung ihres
Typs. Eine Sprache der Ordnung n ist eine Spradche, in der Funktionskonstan-
ten hechstens Ordnung n + 1 und (freie oder gebundene)Variablen hechstens
Ordnung n haben.

Dies ist eine Verallgemeinerungder Konvertion, da ein Term erster Ordnung
eine Variable oder Konstante ist, ein Term zweiter Ordnung eine Funktion von
Variablen (erster Ordnung), etc.

Kon vention 2.2.14 Im folgendenstehen ; ; ;'; stetsfur Typen, b;c fur
Konstanten eines Grundtyps, f;g;h fer Konstanten einesfunktionalen Typs,
X;y; z fur Variablen beliebigenTyps und a far Atome. Freie Variablen funktio-
nalen Typs nennenwir F;G;H;X;Y. -Termeheien e;r;s;t; u;v;w.

2.2.2 Reduktion

Da wir im folgendenhau g den Begri einer Reduktion verwenden werden,
geben wir hier De nitionen der wichtigsten in diesemZusammenhangauftre-
tenden Begri e.

De nition  2.2.15 (kompatib el, Kongruenz-, A quiv alenz-, Reduktions-
relation)
Essei = L(T) die Mengeder einfach getypten -Terme.

1. Eine binare Relation R auf ist kommtibel (mit den Operationen), falls
fur alle (a;a% 2 R, alle b 2  und alle Variablen x gilt: (ba;ba® 2
R; (ab;a%) 2 Rund (x:a; x:a 9 2 R.

2. Eine Aquivalenzrelation auf ist eine binare Relation R, die folgende
drei Eigenstaften hat:
Re exivit at: Fur allea2 : (a;a) 2 R,
Symmetrie: (a;b) 2 R) (b;a) 2 R und
Transitivit at: (a;b) 2 R und (b;c) 2 R) (a;¢) 2 R.

3. Eine Kongruenzrelation auf ist eine kompatible Aquivalenzrelation.

4. Eine Reduktionsrelation auf ist eine Relation, die kompatibel, re exiv
und transitiv ist.

De nition  2.2.16 (Reduktionssystem)  EsseiA einenicht-leere Mengeund
I A A einebinare Relation auf A. Dann heit (A;! ) ein Reduktionssystem.
Statt (a;b) 2! sdreibenwir a! b
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De nition  2.2.17 ( -Kon version, Redex, Normalform, A quiv alenz)

Fer Termeu;t und eine Variable x seifx 7! tgu der Term, der ausu entsteht,

wennman in u jedesfreie Auftreten von x durch t ersetzt; BV (t) seidie Menge

der gebundenenVariablen in t. Dann gibt es die folgenden drei Regeln der
-Konversion:

-Konversion:y 2 FV(t)[ BV(t) ) (xt) (y :(fx 7! ygt))
-Konversion: (( x:s )t) fx 7! tgs

-Konversion: x 2 FV(t) ) (x: (tx)) t

Die Terme auf der linken Seite hei en Redexe Ein Term t, der keinen -Redex
erthalt, heit -Normalform. Entsprechend werden und  -Normalformen
de niert.

Falls €[s] ein -Term e mit Unterterm s an einer festen Stelle ist und e[t] den
Term bezeidinet, der aus €[s] hervorgeh, indem man diesenUnterterm s durch
t ersetzt, wobei s und t vom gleichen Typ sind, dann kennen wir die Relation
I de nieren durch

gs]! €t] () s t

Genausode nieren wir Relationen! und !

Au erdem setzenwir | = [ ! (dh. e ! e () e ! e
_e1!  e). Dann erklaren wir fer jede dieserRelationen! auf mbliche Weise
die symmetrische Hulle $ , die transitive Hulle ! ™, und die symmetrische,
re exive und transitive Helle ! . Die Relationen ! ; ! und !
heien -, -und -Aquivalenz

Man zeigt leicht, da dieseRegelnder -Konversion typerhaltend sind.

Wir ubernehmendie De nitionen der Begrie kon uent und lokal kon uent
aus [BA95].

De nition  2.2.18 (konuen t, lokal konuen t) Essei(A;! ) ein Redukti-
onssystem.! heit kon uent, falls

8X;y1;¥2 2 Amit X! yi;x! yo: 922 Ayl zyy! z:
I heit lokal kon uent, falls

8X;y1;y22 Amit X! y;;x! yo: 922 A ya! zyp! z:
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Y1 Y1
@ @
@ @
X % z X % z
@ @
@ @
@ @
Y2 Y2
kon uent lokal kon uent

Bei der lokalen Kon uenz fordern wir alsonur, da Terme nach einem Sdritt
des, Auseinandergehens wieder zusammengedihrt werden kennen.

De nition  2.2.19 (stark normalisierend)

Ein Reduktionssystem (A;! ) heit stark normaliserend oder terminierend,
falls fur jedesx 2 A jede Reduktionsfolge (x ! X3 ! xo ! :::) endlich
ist, d.h. esgibt einn 2 N, soda X, keinen! -Redexernthalt.

Zu der Eigenshaft, da fur ein festesx 2 A jede Reduktionsfolge(x ! xj !
X2 ! ::1) endlich ist, sagenwir auch, da x stark ! -normalisierend ist.

Bemerkung 2.2.20 (Lemma von Newman, [BA95 , New42])

Fer terminierende Reduktionssysteme,d.h. solthe, in denen es keine unend-
lichen Folgen von Regelawendungen gibt, fallen die Begrie Konuenz und
lokale Kon uenz zusammen.

De nition  2.2.21 (Ch urc h-Rosser-Eigensc haft) Essei(A;! ) ein Reduk-
tionssystem.! hat die Church-Rosser-Eigenschaft falls

8;y2Amitx ! y: 9z2A: x! zundy! =z

XZZ
6“2z
z

z

?
y
Church-Rosser

De nition  2.2.22 (substituierbar) Ein Term s heit fur x in t substituier-
bar, wenn fur jeden Unterterm y :t%vont gilt: y2 FV(s)) x 2 FV (9.

Kon vention 2.2.23 Im folgendenbetrachten wir nur Terme, fer die die Men-
gender freien Variablen und der gebundenenVariablen disjunkt sind; alle Ver-
gleiche von -Termen werden modulo -Konversion erfolgen (d.h. wir interes-
sierenuns nicht fer simple Umbenenrungen von Variablen). Dies erlaubt uns
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die Darstellung von -Bindern mit generistien Variablen x1;:::;Xg, wo dies
keine Verwirrung erzeugt.

De nition  2.2.24 (getypter - bzw. -Kalk ul) Unter dem getypten -
Kalkul bzw. getypten -Kalkul verstehenwir den Kalkul, in dem nur die
-Regelbzw. - und -Regelzugelassersind.

Es folgen zwei wesettlic he Eigensdaften diesesKalk ells.

Satz 2.2.25 (Stark e Normalisierung, [HS86])
Jede Folge von  -Reduktionen ist endlich. (D.h., da ausgehendvon einem
Term tg fur jede Folge von Reduktionssdiritten tg ! ty ! ! t !

ein n existiert, soda t, keinen -Redexmehr erthalt, und damit bricht
die Folge nach dem n-ten Sdhritt ab.)

Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arb eit Kalk eile vorstellen, die die -
und -Regelndurch neue Regelnmit expliziten Substitutionen ersetzen.Dabei
interessiert uns dann, ob die Eigensdaft der starken Normalisierung erhalten
bleibt.

De nition  2.2.26 (Bew ahrung der stark en Normalierung) Ein Reduk-
tionssystem (A;! ) (mit einer Grundmenge A, auf der - und -Reduktion
de niert sind) bewahrt starke Normalisierung (PSN: preservesstrong norma-
lisation), falls jeder Term, der stark ! -normalisierend ist, auch stark ! -
normalisierend ist.

Satz 2.2.27 (Church, Rosser, [CR35, HS86])
! hat die Church-Rosser-Eigendeaft. (D.h.: Wenn zwei Terme  -aquiva-
lent sind, dann kennen sie auf den gleichen Term reduziert werden.)

Wir erhalten daraus das Resultat, da es zu jedem Term eine (bis auf -
Konversion) eindeutige  -Normalform gibt. Man kann zwei Terme auf Aqui-
valenz testen, indem man ihre Normalformen ausredinet und vergleidt.

Die beiden obigen Satze gelten entsprechend far - bzw. -Konversion.

De nition  2.2.28 ( -Normalform) Fur einenTerm t seit# seineeindeu-
tige -Normalform.

Dann erhalten wir als Anwendungder obigenSatze:s ! t () s# =t#.

De nition  2.2.29 (Kopfsym bol, atomar)

das Kopfsymtol und wird mit Headt) bezeitinet. Ein Unterterm a in einem
Termt heit atomar, falls a eine Funktionskonstarte, eine gebundeneVariable
oder einein t freie Variable ist.
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Kon vention 2.2.30 Wir setzeni.a. voraus,da Termein -Normalform sind,
wenn nichts andereserwahnt wird. Jeder Term in -Normalform kann in der
Form x 1:::Xp(aer:::ey) (fur einn  0) dargestellt werden, wobei der Kopf

De nition  2.2.31 (Binder, Matrix) Ineinem -Term Xp:a(gn) heien Xp
Binder und a(gy) Matrix desTerms.

De nition  2.2.32 (starr, exib el) Ein Term, dessenKopf eine Funktions-
konstarte oder einegebundeneVariable ist, heit ein starrer Term. Ist der Kopf
eine freie Variable, heit der Term exibel.

Beispiel 2.2.33 Der Term x:F (y :y(x;a);c) ist exib el, aber seinUnterterm
y :y(x; a) ist starr.

Lemma 2.2.34 ([Bar84 ])
Fur zwei Termes und t gilt:

s! t () 9Yus! u ! t:

Dies ermeglicht uns, in zwei Sdritten auf  -Aquivalenz zu testen: (1) Re-
duktion der Terme auf -Normalform und (2) Test dieser Normalformen auf
-Aquivalenz (s ! t () s# | t# ). Somit lat sich -Konversion
.ausfaktorisieren , indem wir -Aquivalenzklassenvon Termen betrachten. Im
folgenden sudchen wir nach einer Darstellung dieser Klassen durch kanonisde
Vertreter.

De nition  2.2.35 ( -expandiert) Seie= Xj:a(eyn) einTermin -Normal-
form vom Typ 1;:::; n; n+iliiii n+k ! mit Grundtyp 2 Ty. Die -
exm@mndierte Form von e, bezeihinet mit " , erhalt man durch Hinzunahme k
neuerVariablen passenderT yps zu Binder und Matrix desTermsund rekursives
Anwendender selben Entwicklung auf die Unterterme, soda man

€" = X 1:iiiXpXn+liiiXnski@(1" Giiiiem " i Xner "ol Xnek )
erhalt, wo (Xp+i)= n+ifurl i k.
De nition  2.2.36 (lange -Normalform)  Die lange -Normalform t|

einesTermst ist die -expandierte Form der -Normalform von t.

Die -expandierte Form ist die Normalform unter der inversenOperation zur
-Reduktion (soda e" ! €) und ist nur deniert, wenn e bereits in -
Normalform ist. Man kann zeigen,da in -expandierter Form jedesAtom auf
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soviele Argumente angevandt wird, wie sein Typ erlaubt, und da die Typen
der Matrizen aller Unterterme Grundtypen sind. Diese Form ist netzlicher als
die -Normalform, weil sodie TypendesTermsund aller Unterterme expliziter
sind. Daher ist eseine angenehmesyntaktische Konvertion fer die Darstellung
der Kongruenzklassenaller Terme, die modulo der -Regelgleich sind. Durch
Terminduktion kann man zeigen,da dieseexpandierten Termeimmer existie-
ren und (bis auf -Konversion) eindeutig sind, soda feir zwei Terme s und t
in -Normalform gilt: s ! t () s" =1t" . Damit erhalt der Satz von
Church und Rosserdie folgende Form:

Satz 2.2.37 ([Hue76])
Fer Termesund t gilt: s ! t () sl =tl

De nition  2.2.38 (Lexp;L ) Lexp seidie Menge aller -expandierten For-
men,d.h. Lexp:=f el je2L g

L seidie kleinste Teilmengevon L, die Ley, enthalt und unter Funktionsan-
wendung und -Abstraktion abgestlossenist, d.h. fer e;;e; 2 L sind auch
(e1&) und x:e,inL .

Die wesetlichen Eigensthaften von Lex, und L , die uns erlauben, uns auf
-expandierte Formen zu bestiranken, sind:

Lemma 2.2.39 (Absc hlu eigensc haften, [Hue76])
Fur jede Variable x und jedesPaar e;e? von Termen passendenTyps gilt:

=

L8802 Lexp =) (X:€) 2 Lexp Und (€D# 2 Lexp;

2.2L =) & 2 L,

w

.ee’2L =) (xe)2L und(ed) 2L ;
4.e2L ;e! &= 2L ;

5. e,%2L =) fxT7lege2L .

Diese Abschlu eigenschaftenvon L  (von denennicht alle von der Menge der
-Normalformen erfellt werden) erlauben formal, da wir die -Regelim fol-

gendenAbschnitt mber Uni k ation implizit lassen,indem wir eine Methode der

Uni k ation heherer Ordnung in der Sprache L  entwickeln, und da wir explizit
-Konversion nur als Berechnungsregelbetrachten.

Wir formalisieren nun den generellenBegri der Substitution von -Termenfur
freie Variablen im  -Kalkul. Danad zeigenwir, wie dieseuber L ey, speziali-
siert werden kann.
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De nition  2.2.40 (Substitution, Trager, eingefwuhrte Variablen)

Eine Substitution ist eine (totale) Funktion :V ! L,soda (x) 6 x nur fer
endlich viele x 2 V gilt, und typerhaltend ist, d.h. ( (x)) = (x) fur alle
xX2V.

Ist eine Substitution, dann heit Dom( ) := fx j (x) 6 xg der Trager
(domain, supprt) von . Die Substitution mit leeremTrager heit Identitats-
substitution oder einfach Identitat und wird mit Id gezeidnnet. Die Mengeder
von eingelhrten Variablenist Rng( ) = 1( ) := %2 D om( )FV( (x)) (ran-
ge).

Substitutionen sind also totale Funktionen, die fast mberall trivial sind (d.h.
nur auf einer endlichen Menge von Variablen nicht-trivial).

Wennder Trager einer Substitution die Mengefxq;:::;xpgistundt; = (x;),
dannsdreibenwir = fx1 7! tg;::0Xy 7V thgund  (U) = fxq 7ty xp 7!
thou.

De nition  2.2.41 (um benennend, Einsc hr ankung)

Eine Substitution  heit umkenennendwey von W, falls (x) fer jedesx 2
Dom( ) eine Variableist, I ( )\ W = ? und fer x;y 2 Dom( ) gilt: (x) !
(y) =) x=y.WennW unwichtig ist, heit einfach umbtenennend Die
Einschrankung einer Substitution  auf eine Menge W°, bezeitinet als jwo,
ist die Substitution ©, fur die gilt: °= auf W% ©= |d sonst.

Statt ,,umbennendeSubstitution\ sagenwir auch kurz Umbenennung

De nition  2.2.42 (Fortsetzung b) Sei x := jpom( )nixg- FUr jede Sub-
stitution  de niere die Fortsetzung b durch:

1. (1) b(x) = (x);8x2V;

2. (2) b(a) = a;8a2 ;

3. ) b(xie)= x:d «(e);

4. (4) b((ere2)) = (b(e1)b(e)).

Somit lat eine Substitution au er den freien Variablen einesTerms alles fest.
Im folgendenwerdenwir und b identi zieren.

Man beadte: Durch unsereAnnahme, da die Mengender freien und gebunde-
nen Variablen stets disjunkt sind, kann esdurch Anwendung einer Substitution

nie zu einem ,, variable capture\ 1 kommen.

Man kann leicht zeigen,da der Typ einesTerms durch Substitutionen nicht

geandert wird.

Lvariable capture tritt auf, wenn nach dem Anwenden der Substitution eine ursprenglich
freie Variable gebundenwird: in fy 7! xgx:iy darf die freie Variable y nicht durch x ersetzt
werden.
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Bemerkung 2.2.43 Esist wichtig, da mit (e) stets das Resultat nach An-
wenden der Substitution  auf e ohne -Reduktion gemeirt ist; mit (e)#
bezeitinen wir das Resultat von Anwendung der Substitution und ansdlie-
ender -Reduktion. Dieseunebliche Trennung zwischen Substitution und an-
sdhlie ender -Reduktion ist netzlich, da wir spater die genauenE ekte dieser
beiden Operationen auf -Terme untersuchen wollen.

De nition  2.2.44 (V ereinigung, Komp osition zweier Substitutionen)
Die Vereinigung der zwei Substitutionen und mit disjunkten Tragern (Dom
( )\ Dom( )= ?) ist de niert durch:

8
3 (x); x2Dom( )

([ )X =5 (x); x2Dom()
T X sonst

Die Komposition (Hintereinanderausfuhrung) von und ist die Substitution

, die durch (x) := B (x)) de niert ist. Achtung: Die Schreibweiseist
andersals gebrauchlich: In ; n(X) wird die am weitestenlinks stehende
Substitution 1 zuerst ausge#ihrt.

De nition  2.2.45 (gleich mber W, allgemeiner wmber W, unabh angig)
Es seiW eineMengevon Variablen. Zwei Substitutionen ; heien gleich uber

W,in Zeichen = [W],falls8x 2 W; (x) = (x). und heien -gleichuber
W, in Zeichen = [W], falls 8x 2 W; (x) ! (X) bzw. (X)# = (X)# .
Die Relationen= und = werdenentsprechend unter Nutzung von ! und
! de niert.
heit allgemeinerals wber W, in Zeichen [W], falls eseine Substi-
tution gibt, soda = [W], und wir de nieren [W], falls es
eine Substitution °gibt, soda = O[W]. Analog werden  und
de niert. Wenn W die Menge aller Variablen ist, lassenwir das ,[W]\ weg.
und hei en unabhangig, falls weder noch
Der Vergleich von Substitutionen modulo -, -und -Konversionwird durch

das folgende Lemma geredtfertigt, welchesdurch einfache Terminduktion be-
wiesenwerden kann:

Lemma 2.2.46 ([SG89])
Esseien und zweibeliebigeSubstitutionen, soda entweder = , =
oder = . Dann qilt fur jeden Term u (jeweils) (u) ! (u), (u) !

(u) bzw. (u) ' (u).

De nition  2.2.47 (normalisiert) Eine Substitution  heit normalisiert,
falls fur jede Variable x 2 Dom( ) gilt:  (X) 2 L exp.
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0O.B.d.A. kennen wir annehmen,da esin keiner normalisierten Substitution
eine Bindung x 7! x" fur eine Variable x gibt. Eine normalisierte, umbenen-

dieseSubstitution anund -reduziert dann, soist der E ekt eineUmbenenrung

zeigt, warum essinnvoll ist, normalisierte Substitutionen zu verwenden:

Korollar 2.2.48 ([SG89]) Ist eine normalisierte Substitution und e 2 L eyp,
danngilt () 2L und (e# 2 Lexp.

Wenn und normalisiert sind, dann gilt = () = .Wenn zu
O normalisiert wird, dann gilt °=

Kon vention 2.2.49 Ab jetzt nehmenwir i.a. an, da Substitutionen normali-
siert sind. Dadurch kennenwir Substitutionen modulo -Aquivalenzvergleiden
(! rausfaktorisieren), soda wir z.B. statt verwendenkennen.

Die Komposition zweier normalisierter Substitutionen ist nicht automatisch
normalisiert, z.B. ist fF 7! x:G (a)g fG 7! y:yg=fF 7! x: (y:y)a,G 7!
y :yg, und nicht = fF 7! x:a; G 7! y :yg.

De nition  2.2.50 (idemp otent) Eine Substitution heit idempotent, falls

Eine hinreichende Bedingung fer Idempotenz gibt das

Lemma 2.2.51 ([SG89])
Eine Substitution ist idempotent, wennl( )\ Dom( )= ?.

Da wir 0.B.d.A. nur mit idempotenten Substitutionen arbeiten kennen, besagt
das folgende Resultat, welches zeigt, da jede Substitution (bis auf Umbenen-
nungen) zu einer idempotenten Substitution aquivalert ist.

Lemma 2.2.52 ([Sny88])
Fer jede Substitution  und eine Menge von Variablen W  Dom( ) gibt es
eine idempotente Substitution © soda Dom( ) = Dom( 9; 0 und

0 [W].

De nition  2.2.53 (Multimenge, Vereinigung von Multimengen)

Eine Multimenge uber einer MengeA ist eineungeordneteFolgevon Elemerten
von A, in der ein Elemernt auch mehrmals auftreten darf. Formaler ist eine
Multimenge mber A eineFunktion M : A! N,, soda einElemert a2 A exakt
n-mal in M auftritt, falls M (a) = n. a gehert nicht zuM, wennM (a) = 0, und
wir schreibena2 M () M (a) > 0. Die Vereinigung von zwei Multimengen
M1; Mo, in ZeichenM [ M, ist de niert durch (M1[ M2)(a) := My(a)+ My(a).
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Um Verwedslung von Mengen und Multimengen zu vermeiden, werden wir
immer genau angeken, wann ein Objekt eine Multimenge sein soll. Man be-
atte, da Mengen-\kreinigungund Multimengen-Vereinigung unterschiedliche
Begri e sind, da z.B. fur eine nichtleere Multimenge A qilt: A[ A 6 A.

2.3 Unik ation

2.3.1 Einfeuhrung

Die Uni k ation besdhaftigt sich mit dem Problem, zu zwei Termen e;; e eine
Substitution  zu nden, soda (e1) und (e») gleich modulo einer Gleich-
heitstheorie sind. Wir prasertieren den Ansatz aus[SG89, in dem{ ausgehend
von -Termenerster Ordnung{ ein Transformationssystemzur Uni k ation von
einfach getypten [Chu40] -Termen heherer Ordnung hergeleitet wird.

Beispiel 2.3.1 Seiene; = f (x;f (h(x; g(x));x9), & = f (x;f (h(f (y);2);yY).
Wir screiben diesebeiden Terme als Termpaar

H (£ (h(x; 900));x9): 06 F(h(F (v):2);y))i:

Nun habenbeide TermedasFunktionssymbol f als Kopfsymbol. Eine Substitu-
tion kann diesesSymbol nicht andern, alsogilt: ist genaudann ein Uni k ator
fur das obige Paar, wenn paarweisedie Unterterme (hier: Argumente von f)
uni ziert, also

hx; xi; F (h(x; g(x)); x9; f (h(f (y);2)i; O ya:

Aus diesemBeispiel ergibt sich die generelleTransformationsregel

die wir Termzerlegung nennen.Wenn wir dieseRegelnoch zweimal anwenden,
erhalten wir

hx; xi; hx; £ (y)i; hg(x); zi; k% ya:

Nun ist das Paar hx; xi bereits uni ziert, und wir kennen auf dieselnformation
verzichten. Es ergibt sich

b £ (y)isho(x); zi; xSy
Die entsprechende allgemeineRegelist

fhujuig[ S =) S
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Diese beiden Transformationen vereinfadien ein System, ohne die Menge der
Lesungenzu beein ussen: Die Lesungsmengest invariant unter diesenTrans-
formationen.

Jeder megliche Uni k ator mu x auf einen Term abbilden, der mit dem Funk-
tionssymbol f anfangt. Mit anderenWorten: die Bindung feir x wird die Form
f (t) fur einenTerm t haben. Wir fehren nun eine partielle Bindung fer x ein,
da wir noch nicht die endgelltige Bindung kennen,wir erganzen also hx; f (x1)i
mit einer neuenVariablen x1:

h; £ (x1)i;hx; f(y)i;hg(x);zi; k% yS:

Nun eliminieren wir x im Rest des Systems,indem wir mberall x durch f (x1)
ersetzen:

b £ (xa)is b (xa); f (y)i5ho(f (x1));2i5 %y
Nach einem weiteren Termzerlegungsduritt erhalten wir
h; £ (xa)is e yis hg(f (xa)); i G ya:

Insgesamt nennenwir dies einen Imitationsschritt . Die allgemeine Imitations-
regel zum partiellen Au esennach einer Variablen ist:

stem nicht uni zierbar.) Damit diese Regel nicht mehrfach angewendet wird,
erlaubenwir ihre Anwendungnur, wennx in S vorkommt (vergleiche De nition
2.3.7).

Allgemein: Ahnlich dem Einsetzungs\erfahren bei Gleichungssystemenbrau-
chen wir eine Methode, um unser System nach einzelnenVariablen aufzulesen:
Wenn wir ein Paar hx; ti haben, in dem x in t nicht vorkommt, dann kennen
wir in allen anderenPaarenx durch t ersetzen:

fhx;tig[ S=) fhx;tig[ fx 7! tgS

wo fx 7! tgS erhalten wird, indem auf jeden Term in S die Substitution
fx 7! tgS angevwendet wird. Wir nennendieseRegelVariablenelimination und
erhalten in unseremBeispiel

hx; £ (y)i;hxa;yisho(f (v);zis xS ya:
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Wir sagen:dasPaar hx; ti ist in einem SystemS gelost, wenn x wederin t noch
in S auftritt. In diesemSinneist das letzte Systemgelost, da alle Paare gelost
sind. Als Uni k ator kennenwir nun fx 7! f (y);z 7! g(f (y));x°7! y% angeken.

Bis hier haben wir nur Terme erster Ordnung behandelt. Im wesenlic hen wol-

len wir aber Terme heherer Ordnung uni zieren: dies sind Terme, bei denen

Variablen auch einen funktionalen Typ haben kennen. Dazu benutzen wir den
-Kalkeil.

Beispiel 2.3.2 Wir betrachten S = fhF (f (a));f (F(a))ig, wobei F eine funk-
tionale Variable ist (z.B. int ! int). Ein Unik ator ist = fF 7! x:if (x)g:

(F(f@) = (xf xNf@ ! f(f@) f(xf (x)a)= (f(F(a)):
Es gibt aber noch weitere Uni k atoren, z.B. = fF 7! x:f ¥(x)gfur k O.

wo Yi;::: Y, Variablen (heherer Ordnung) sind und a atomar (d.h. Konstan-
te oder Variable) ist. Dabei kann a auch eine funktionale Variable sein, und

Funktionen in x1;::: Xk seinkennen.

In unseremzweiten Beispiel hatte eine partielle Bindung fer F, die das Symbol
f imitiert, die Form x:f (Y (x)), soda wir fhF(f (a));f (F(a))ig in

fhE; xif (Y (x)isH (Y ( () f (f (Y (a))ig

transformieren weirden. (Hierbei haben wir bereits einen -Reduktionssdritt
angewandt.) Nach Termzerlegungergibt sich

thF; x:f (Y (x))i;hY (f (3));f (Y (a))ig:

Leider reicht dieselmitationsregel nicht aus,um die Bindungen aufzubauen:Su-
chenwir nun einepartielle Bindung fer Y, stehenwir vor dem gleichen Problem
wir bei F, wennwir immer weiter imitieren, erhalten wir einenicht abbrechende
Folgevon Transformationen. DiesesProblem ergibt sich, da Termeheherer Ord-
nung Variablen als erstesSymbol haben kennen, und unsereTransformationen
meissenBindungen wie z.B. x:x nden kennen. Wenn wir fer x ;:::Xx kurz

Xk sdireiben, erhalt unsere neue Regel fur das Finden partieller Bindungen
(grob) die Form:
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=fF 7! tg.
In unserem Beispiel kennen wir fthF (f (a));f (F(a))ig durch eine Projektions-
bindung in

fhF; x:x i;hF (f (a));f (F (a))ig

transformieren. Wenn wir dann die Substitution fF 7! x:x g (mit folgender
-Reduktion) anwenden, erhalten wir

fhF; x:x i;H (a);f (a)ig:

Nach Entfernen destrivialen Paarserhalten wir dasgeloste SystemfhF; x:x ig.

2.3.2 Transformationen im Fall erster Ordn ung

Wir werdennun Uni k ation von Termenerster Ordnung de nieren und eineab-
strakte Sichtweise des Uni k ationsprozessesls ein System nicht-deterministi-
sther Regeln zur Umformung einesUni k ationsproblemsin eine explizite Dar-
stellung seinerLosung(falls lesbar) prasertieren; im nachsten Abschnitt werden
wir dies auf den Fall heherer Ordnung ausdehnen.Dieser Ansatz stammt aus
[MM82], tauchte aber implizit schon in Herbrands Arb eit [Her3(] auf.
Alle Termein diesemAbschnitt sind Terme erster Ordnung, also gibt eskeine
-Abstraktionen, keine Variablen im Kopf von Termen, und fer jeden Term t
ist FV (t) die Mengealler Variablen in t. Jeder Term erster Ordnung ist trivia-
lerweisein L exp.

UnsereDarstellung der Uni k ationsproblemeist die folgende:

De nition  2.3.3 (T erm-P aar, Unik ator, Term-System)

Ein Term-Paar (oder Paar) ist eine Multimenge von zwei Termen (Screib-
weise bs;ti). Eine Substitution heit ein Standard-Uni kator (oder einfach
Uni kator ) desPaarests;ti, falls (s) = (t). Ein Term-System (oder Systen)
ist eine Multimenge solcher Paare, und eine Substitution ist ein Uni k ator
eines Systems, wenn sie jedes Paar uni ziert. Die Menge der Uni k atoren ei-
nes SystemsS wird mit U(S) bezeitinet, und wenn S nur aus dem Paar bs; ti
bestet, bezeitinen wir die Menge seinerUni k atoren mit U(s;t).

2Die Anzahl qder Variablen Yq ergibt sich ausdem Typ vonyi: Wenn (yi) = 1;:::; q!
ist, fahren wir hier g neue Variablen Y; : ; ein.
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De nition  2.3.4 (mgu (allgemeinster Unik ator))
Eine Substitution ist ein mgu (most geneal uni er ) oder allgemeinsterUni-
kator einesSystemsS, wenn

1. Dom( ) FV(S);
2. 2 U(S);

3. Fur jedes 2 U(S) gilt

Fer uni zierbare Systemegibt esimmer mgu's, und diesesind eindeutig bis auf
Umbenenrungen. Wir werden daher von dem mgu eines Systemsspreden, in
Zeichen: mgu(S).

De nition  2.3.5 (gel ost, ungel est) Ein Paar hx; ti ist in gebster Form in
einem System S, und x heit in diesemSystem eine geloste Variable, wenn x
eineVariable ist, die nirgendwo andersin S auftaucht; insbesonderex 2 FV (t).
Ein Systemist in geloster Form, wenn alle seinePaare in gelester Form sind.
Eine Variable ist ungebst, wenn siein S auftritt aber nicht gelest ist.

Man beadte, da ein Systemin geloster Form immer eine Menge (keine dop-
pelten Eintr age) von Paarenist. Die Bedeutungvon Systemenin gelester Form
zeigt:

Lemma 2.3.6 ([SG89])

fur jedenUnik ator 2 U(S),da =

Streng genommenist die Substitution  hier mehrdeutig fer den Fall, da min-
destensein Paar in S aus zwei gelosten Variablen bestel; aber da mgu's als
eindeutig bis auf Umbenenrungen betrachtet werden und solcde Paare belie-
big umbenannt werden kennen, bezeitinen wir dieseSubstitution mit s. Als
Spezialfall gilt -, = Id.

Wir zerlegendie Sucthe nach mgu's folgenderma en:

Wenn (u) = (v), dann ist ertweder (i) u = v und keine Uni zierung netig,
oder (i) u = f(ug;::::up) und v = f(vy;:::;vn) fur ein Funktionssymbol
f2, und (u)= (vi) fur 1 i n, oder (iii) u eine Variable, die nicht in
FV (v) liegt oder umgekehrt. Wenn u eine Variable ist, die nicht in FV (v) ist,
dannist fu 7! vg 2 U(u;v) und fu 7! vg . Dehnen wir dies auf Systeme
von Paaren aus, haben wir ein Transformationssystemzur Suche nach mgu's:

De nition  2.3.7 (System der Transformationsregeln ST ) SeiS einbe-
liebiges System (evtl. leer), f 2 und u;v zwei Terme. Dann besteht das
TransformationssystemST aus den folgendenTransformationen:
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fhujuig[ S =) S 1)
fHE(uyiiisun)f(veiinvn)igl S

=) f hugywaisiihunvei g S (2)

fh;vigl S =) fhgvigl (S); 3)

wo X eineVariable ist, die in S auftaucht, soda x 2 FV(v) und = fx 7! vg.

Wir sollten uns daran erinnern, da SystemeMultimengen sind { also sind die
hier auftretenden VereinigungenMultimengen-Vereinigungen.Damit bedeuten
die Regeln,auf der linken Seiteein einzelnesPaar zu isolieren, dastransformiert
werden soll. Die Regeln (1) - (3) entsprechen den Fallen (i) - (iii) aus der
Vorbemerkung. Transformation (2) heit Termzerlegung und Transformation
(3) heit Variablenelimination. Wir schreiben 2 Unif y(S), wenneseineFolge
von Transformationen

S=) :::=) SO

gibt, soda S%in gelester Form ist und = so. (Wenn keine der Transforma-
tionen angewandt werden kann und das System nicht bereits in gelester Form
ist, schlagt die hier angegelene Prozedur fehl.)

Wahlt man S = f hu;vi g, dann kann man mit diesemSystemeinen Uni k ator
fur zwei Terme u; v sudhen.

Beispiel 2.3.8 I (x;g(a;y)); T (x; a(y;x))i

=) 2 hxihg(ay); gly; x)i

=) 1 hg(asy); oly; x)i

=) 2 hayi;hy;xi

=) 3 hayi;ha;xi:

Diese Transformationen erhalten die logisch invarianten Eigenshaften eines
Uni k ationsproblemsin folgendemSinn:

Lemma 2.3.9 ([SG89])

Falls S durch eine Transformation aus ST in S ubergett, dann gilt U(S) =
u(s9.

Hierbei ist der entscheidendePunkt, da die wichtigste Eigenshaft einesUni -
kationsproblems, seineL esungsmengeunter diesenTransformationen erhalten
bleibt. Also ist unsere Methode, ein solthes Problem in eine triviale (geleste)
Form zu transformieren, in der die Existenz einesmgu o ensichtlich ist, korrekt.

Satz 2.3.10 (Korrektheit, [SG89])

FallsS =) S%mit SCin geloster Form, dann gilt g0 2 U(S). (D.h.: Wenndas
Verfahrenmit einemgelosten Systemabbricht, dannist der ablesbareUni k ator
audh Uni k ator des AusgangssystemsS.)
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Satz 2.3.11 (V ollst andigk eit, [SG89])
Sei 2 U(S). Dann mu jede Folge von Transformationen

S=5 :) S :) S, :)

nach endlich vielen Scritten mit einer gelosten Form SO abbredhen, so da
S0 . (D.h.: Das Verfahren terminiert immer und liefert einen Uni k ator,
der allgemeinerals jeder beliebige Uni k ator, also ein mgu ist.)

Setzt man diese zwei Satze zusammen,sielt man, da ST immer einen mgu
fer ein uni zierbares Systemvon Termen ndet.

Manchmal ist esneutzlich, mit idempotenten Uni k atoren zu arbeiten, die um-
benennendwegvon einer Menge , gesteitzter\ Variablen sind, aber allgemeinst
eber der Menge der Variablen des Ausgangssystemssind. Die folgendeDe ni-

tion prazisiert dies:

De nition  2.3.12 (mgu weg von W) EsseiS ein Systemund W eineMen-
ge.geschutzten Variablen. Dann heit eine Substitution  ein mguvon S wey
von W (kurz: mgu(S)[W]), falls

1. Dom() FV(S)undI( )\ (W[ Dom( )) = ?;
2. 2U(S);

3. Fur jedes 2 U(S) qilt [FV(9)].

(D.h.: ein mgu(S)[W] ist ein idempotenter mgu(S), der keine der Variablen in
W einfuhrt.)

Lemma 2.3.13 ([Sny88])
Sei S ein uni zierbares Systemund W eine gestieitzte Menge von Variablen.
Dann existiert eine Substitution , die ein mgu(S)[W] ist.

2.3.3 Transformationen im Fall heherer Ordn ung

Uni k ationsproblemeheherer Ordnung sind komplexer,da esVariablen funktio-

nalen Typs gibt und wir mit Scope und gebundenenVariablen arbeiten meissen.
Aus dieser zusatzlichen syntaktischen Komplexit &t ergelen sich einige wichti-

ge Konsequenzen:Zunachst ist die Uni k ation von Termen heherer Ordnung
unentscheidbar. Dann gibt eskeine mgu's mehr, und wir messenden komple-
xeren Begri der vollstandigen Menge von Uni kator en einfehren. Sdlie lic h

kann der Suchraum beim Unterproblem, zwei exible Terme zu uni zieren, un-

endlich verzweigen, was eine vernenftige Implementierung unmeglich madt.
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De nition  2.3.14 (Unik ator) Die Begrie Paar und Systemvon Termen
ebertragen sich vom Fall erster Ordnung. Eine Substitution ist ein Uni kator

fur zwei -Termee; und ey, falls (e;) ! (). uniziert ein SystemsS,
wenn jedesPaar aus S uni ziert. Die Menge aller Uni k atoren fer S heit
U(S), und wie bisher schreiben wir kurz U(s;t), falls S = f bs;ti g.

Diese De nition ist allgemeiner, als wir sie benetigen werden, da wir unseren
Ansatz in L entwickeln werden, um -Konversion ausfaktorisierenzu kennen
(vgl. Abschnitt 2). Daher sagenwir fur zwei Termes;t 2 L , da einenorma-
lisierte Substitution in U(s;t) liegt, falls (s) ! (t) bzw. falls (s)# =
(t)# .

Ein Termpaar in einem System S ist gelost, wenn es die Form hx" ;ti hat,
wobei die Variable x in S nur einmal auftaucht; S ist gelest, wenn jedes Paar
in S gelost ist. In Abweichung von der Nutzung der -expandierten Form wer-
den wir Paare der Form hx" ;ti als hx; ti darstellen, um ihre Entsprechung zu
Bindungen x 7! t in Substitutionen (im Fall erster Ordnung) hervorzuheben.

Beispiel 2.3.15 Seiu = f (a;9( x:G (y :x(b)))) und v=F(xXx (2)).

Dann liegt = fF 7! x 2:f (a;9(x2));G 7! X 3:X3(z2);z 7! bg in U(u;v), da
(W# = (V#:

(u)=fF 7! x 2:f (a;9(x2)); G 7! X 3:x3(22);Z 7! bgf (a;9( x:G (y :x(b))))

= f(ag(x: [(x 3:x3(z2))( 'y x(D)]))

b flag(x: [(y x(D)z2])

I f(a;g(x:x (b)) und

(V)= fF 71 x 2:if (2;0(X2)); G 7! X 3:X3(22);Z 7! bgF ( x:x (2))

= (x 2:f (a;9(x2)))( x:x (b))

b f(ag(xix (b))

De nition  2.3.16 (Unik ationsproblem (n-ter Ordn ung)) Essei eine
Menge von Funktionskonstanten. Dann ist das Uni kationspr oblem fer die von

erzeugte Sprache L, fur beliebige Terme e;e® 2 L zu erntscheiden, ob die
Menge U(e;e”) nicht-leer ist. Das Uni kationspr oblem n-ter Ordnung ist, das
Uni k ationsproblem fer eine beliebige Sprache n-ter Ordnung zu entscheiden.

Satz 2.3.17 (Unen tscheidbark eit, [Gol81 ])
Das Uni k ationsproblem zweiter Ordnung ist unentscheidbar.

Neben der Unentscheidbarkeit ergibt sich das Problem, da mgu's nicht mehr
existieren messen.So haben z.B. die zwei Terme F (a) und a die Uni k atoren
fF 7! xxagund fF 7! x:x g, aber esgibt keinen Uni k ator, der allgemeiner
alsbeideist. Diesfuhrt uns zu einer Erweiterung desBegri s mgu(S)[W] auf die
Falle heherer Ordnung, in der wir vollstandige Uni katormengen betrachten.
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De nition  2.3.18 (V ollst andige Uni k atormenge)

Zu einemSystemS und einerendlichen Menge, gestieitzter\ Variablen W hei t
eine Menge U von normalisierten Substitutionen vollstandige Uni katormenge
fur S weg von W oder kurz CSU(S)[W] (CSU = completeset of uni ers ), falls

1. Furalle 2 Ugit Dom( ) FV(S)undI( )\ (W[ Dom( )) = ?,
2. U U(S),

3. Fur jedesnormalisierte 2 U(S) gibt esein 2 U, soda [FV(9)].

Die erste Bedingung heit Reinheitskedingung die zweite Koharenztedingung
und die letzte Vollstandigkeitskedingung Bestelt S nur aus dem Paar hu;vi,
schreiben wir kurz CSU(u;v) [W]. Wenn esauf W nicht ankommt, lassenwir
JWN weg.

Da wir beim aussalie lic hen Betrachten normalisierter Substitutionen die All-
gemeinheit nicht verlieren, kann man daran sehen,da jede Substitution zu
einer normalisierten Substitution  -gleich ist. Wir geben nun fer diesenneuen
Zusammenhangeine Versionvon Lemma 2.3.13,die zeigt, da audh Bedingung
1 der obigen De nition die Allgemeinheit nicht einsdrankt.

Lemma 2.3.19 ([SG89])
Fur ein beliebigesSystemS, eine Substitution und eineMengeW gestutzter
Variablen gibt eszu jedem 2 U(S) eine normalisierte Substitution , soda

1. Dom( ) FV(S)undI( )\ W[ Dom( )) =7,
2. 2U(9),
3. [FV(S)] und [FV(9)].

Dieszeigt, da fur beliebigeS und W die Mengealler normalisierendenUni k a-
toren, die Bedingungenl und 2 von De nition 2.3.18erfullen, ein CSU(S)[W]
ist. Insbesondereverlieren wir nicht die Allgemeinheit, wenn wir im folgenden
nur normalisierte idempotente Uni k atoren mit Dom( )\ 1( ) = ? betrach-
ten, was unsereDarstellung vereinfaden wird.

Zum Sdlu untersuchen wir die Bedeutung von Systemenin gelester Form in
L :

Lemma 2.3.20 ([SG89])

f sgein CSU(S)[W] fur jedesW mit W\ FV(S) = ?.

Wir kommen nun zum entscheidendenTeil diesesAbschnittes, in dem wir das
TransformationssystemST auf den Fall heherer Ordnung verallgemeinern.
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Wir werdenden Proze der Uni k ation heherer Ordnung wie folgt untersuchen:

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wollen wir annehmen,da u und v zwei
-Termein Leyp sind und da  ein idempotenter normalisierter Uni k ator fer

u und v ist. Also gibt esFolgen von Reduktionen in -Normalform: (u) !

w (v). (Man beadte, da diese Folge trivial ist, wenn alle von dieser

Substitution erzeugten Instanzen von erster Ordnung sind, da es dann keine
-Reduktion gibt.) Wir werden diese Folge top-down untersuchen, wobei wir

die folgendenfunf Falle unterscheiden:

(A) u = v: keine Uni zierung netig (in den ubrigen Fallen gelte alsou & v).

(B) In beiden Termenverandert keine Substitution den Kopf:
Dann gilt Headu) = Headv), und wegenu 6 v habenwir juj;jvj > 0. Es
seienu = Xg:a(lp); w= Xg:a(Wp)undv = Xg:a(vy), wobein > 0und

enwedera?2 ; a=x;fureini:1 i k, oderaist einefreie Variable
mit a 2 Dom( ). Esmu danngelten: ( Xg:u;)! Xk Wi ( Xx:vi)
fur 1 i n, d.h. die Unterterme von u und v werden paarweisevon
uni ziert.

(C) Die Terme haben die Form u = Xg:F(Xx); v= Xg:V0fur eine Variable
F und einenTerm v° wobei F 2 FV (v):

In diesemFall mu gelten ( Xyx:F(Xx)) ! ( Xv9) mit F 2 FV(v),
und wenn = fF 7! yitg[ © dann gilt wegen (F) ( Xk:F(Xx)),
da (F) ! ( xx:v9, wobei F nicht in vO auftritt. Somit kennen wir
dieselke Argumentation wie im Fall erster Ordnung anwenden: Setzenwir
= fF 7! xgv%, danngilt = ,da und sich nur bei F
unterscheiden,aber (F) ! ( Xxv9 = (F).

Dies zeigt, da ein Termpaar dieserForm einenmgu besitzt. (Z.B. werden
x:F (X) und x:if (x;z) durch = fF 7! y:f(y;a);z 7! ag uniziert,
aber = fF 7! y :f(y;2)gist ein mgu.) Diesist eine Verallgemeinerung
der Variablenelimination fur den Fall heherer Ordnung, da u (bis auf
-Aquivalenz) einfach eine Variable ist, die nicht in FV (v) auftaucht.

(D) Im Kopf nur einesder Terme ndet eine Substitution statt:

Dieser Term sei 0.B.d.A. u (d.h. Headw) = Headv)). Dann seiu =
X.F(Un); v= Xga(Vy) fur ein Atom a 6 F, welches entweder eine

Funktionskonstarte, eine gebundeneVariable oder eine freie Variable 2

Dom( ) ist. Um die beiden Terme zu uni zieren, mu an einer Stelle der
-Reduktionsfolgevon (u) nach w der Kopf von u zu a werden. Dafer

gibt eszwei Meglichkeiten: Entweder Imitation des Kopfes von v durch

Substitution einesTermesfur F, desserKopf a ist, oder Substitution eines

Termesfur F, der auf einen Unterterm von v projiziert (d.h. esgibt in v
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einen Unterterm, dessenKopf dann gemattt werden kann). Projektion
ist nur meglich, wenn F vom Typ heherer Ordnung ist. Wir betrachten
im folgendendiesebeiden Falle.

{ Imitation : Die Substitution fer F matcht das Kopfsymbol von v
durch Imitieren desKopfsymbolsa, woa?2 odera 2 Dom( ) eine
freie Variable ist (wie in Beispiel 2.3.15:u = f (a;g( x:G (y :x(b))),
v=F(xx(2); =1fF 7 x2f(a;g9(x2));G 7! X 3:x3(z2);z 7!
bg). Also gilt (F) = Zj:a(fm) fur Terme ry, und wir haben eine
Reduktionsfolge der Form

(u) = ( X Znra(fm))Un))
boo(xeard) v ( Xka(Vm)),
wo rl= fz; 7! ug;iii;zn 7V upgr far 1 i m. (Wegender
Idempotenz von instanziieren wir in dieser Folge zur Anschauung
den Term u nur teilweisemit der Bindung fer den Kopf F.)

{ Projektion: Die Substitution fer F versudit, das Kopfsymbol a von
v durch Projektion auf einen Unterterm von u zu matchen. Es gibt
drei Arten, dieszutun, in Abhangigkeit vom Kopfsymbol desTerms,
auf den projiziert wird.

Zunachst kennte ein Unterterm von u den Kopf a besitzenund das
Matchen erlauben: z.B. werden F ( x:f (x; c)) und f (b;c) durch die
Substitution fF 7! y :y(b)g (hier ist alsof das Kopfsymbol) uni -

Ziert.

Die zweite Meglichkeit fur eine Projektion ist, da vielleicht ein Un-
terterm von u exib el ist (d.h. sein Kopf ist eine freie Variable) {
dann kennen wir versudien, diesen Kopf mit v zu matchen. Z.B.
werden F( x:G (x;a)) und b durch fF 7! y:y(b);G 7! X 1X2:X10
uni ziert.

Die dritte Meglichkeit ist, da der Unterterm selbst eine Projekti-
on ist, und nach einer Reihe von Reduktionssdiritten entsteht ein
Term, der entweder exib el ist oder dessenKopf a ist, soda wir

matchen kennen. Z.B. uniziert = fF 7! y 1:y1(y 2:y2(a))g die
beidenTermeu = F( x 1:x1( X 2:f (Xx2))) und v = f (a) auf folgende
Art:

() = [y 2ya(y 2:y2(a))] X 1:Xa( X 2:f (X2))
b [x axa(x 2:F (x2))] Y 2:y2(@)
b (y 2ty2(a) x 2if (x2)
I (x 2f(x2))a
Lo f(a)= (f(a).
Wenn wir den Kopf eines exiblen Termsu = Xy:F(U,) durch ei-
ne Projektion ersetzen,sind wir durch den Typ von F darauf be-
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schrankt, auf einen Unterterm u; zu projizieren, der den Typ von u
erhalt. Insbesondere{ da wir F nur durch einen Term vom gleichen
Typ ersetzenkennen, und da Uni k ation nur fer Terme desgleichen
Typsde niert ist{ gilt: Ist (u)= (v)= 1;:::; ¢! ,dannmu

(uj) einTyp der Form q1;:::; m! sein,damit das Ergebnisder
Projektion den Typ von u erhalt. Also mu der Typ der Matrix (in
t = Xg:eist e die Matrix von t) von u; gleich dem von u sein, und
die Substitution mu fer alle Variablen im -Binder von u; Argu-
merte zur Verfugung stellen. Wenn also (F) = Z;:zi(fmo) fur ein
i:1 i nist, dannmu u; die Form uj = ypo:u® haben, wobei
die Matrix von u® den selben Typ hat wie die Matrizen von u und v.
In diesemFall kann der Kopf a von u eine Funktionskonstarte, eine
freie Variable oder eine gebundeneVariable (d.h. einesder x;) sein,
und damit haben wir eine Reduktionsfolgeder Form

(= (Xl Zz)u) ! (X Ymou)r o)

L (xeadtp) ! ( Xcam);

word= fzg 70 ug;iii;ze 7V oungr fur 1 i m@ xadty) =
( Xx:[( W:ui")r_%])# und entwedera®= a oder a einefreie Variable
ausDom( ) ist.

(E) In den Kepfen beider Terme treten Substitutionen auf:
Dann seiu = Xy:F(Up) und v = X:G(Uny) mit F;G 2 Dom( ). Hier
meissenwir evertuell die beiden Kepfe F und G matchen, aber dafur
haben wir viele Meglichkeiten. Um unsere Analyse zu vereinfaden, ver-
suden wir, diesenFall (falls meglich) auf den vorangegangenerfall zu
reduzieren. O.B.d.A. konzertrieren wir uns auf die Bindung, die fur die
Variable F gemadit wurde. Dann gibt eszwei Unterfalle.

(i)

(ii)

ersetztF durch einenNicht-Pro jektionsterm, z.B. (F) = zq:a(sp),
wo a 6 G keinegebundeneVariable ist (und wegenldempotenz nicht
in Dom( ) ist), und verursadit dann (evertuell) eine -Reduktion,
wonad wir das Ergebnisgema Fall (D) untersuchen kennen.

ersetzt F durch einen Projektionsterm (der den oben diskutierten
Typerhaltungsbedingungengereigt), z.B. (F) = Z5:z (tg). Wenn
dann nach Reduktion in Normalform das Kopfsymbol entweder ei-
ne Funktionskonstante, eine gebundeneVariable oder eine Variable,
die nicht in Dom( ) liegt, ist, kennen wir das Ergebnis mit Fall (D)
untersuchen. Ist der Kopf eine Variable in Dom( ), kennen wir (re-
kursiv) Fall (E) auf dieseneuenTerme anwenden.
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Durch rekursives Anwenden dieser Analyse auf die erzeugten Unterprobleme
kennen wir jede Bindung und jede -Reduktion der Originalsequenzbestim-
men. Dies bildet die Grundlage fur die folgendeMengevon Transformationsre-
geln, welche Uni k atoren durch den , inkrementelleny Aufbau von Bindungen
ndet, wobei sie partielle Bindungen berutzt. In obigemFall (D) bedeutetdies,
da esnur eine endliche Anzahl von Wahlimeglichkeiten fer eine partielle Bin-
dung gibt, weil es nur eine megliche Imitation und nur eine endliche Anzahl
meglicher Projektionen gibt. In Fall (E) ist dies leider falsch. In [Hue7q wird
gezeigt,da zwei exible Terme nicht notwendig einen endlichen CSU besit-
zenmessen,und tatsachlich kann eseine unendliche Menge von unabheangigen
Uni k atoren geben, welthe exible Terme als Bindungen erthalten, soda es
selbst, wenn wir nur versuden, das oberste Funktionssymbol der Bindung zu
nden, eine unendliche Anzahl von Wahlmeglichkeiten geben kann, da es fur
jeden Typ immer eine unendliche Menge von Funktionsvariablen gibt. Sogar
wenn esnur eine endliche Mengevon Funktionskonstarnten in der Sprace gibt,
ist es nicht meglich, den Nichtdeterminismus diesesFalles allgemein auf eine
endliche Zahl von Wahlimeglichkeiten fer partielle Bindungen zu reduzieren,
alsomu der Suchbaum unendlich verzweigen.

Eine vollstandige Uni k ations-Prozedur mu zu einem beliebigen System S
von TermenausL ey, und einer normalisierten Substitution 2 U(S) stets eine
Substitution  nden, soda 2 U(S) und [FV(S)]. Die grundlegende
Idee der Transformationsmethade ist, zu gegetenem 2 U(S), , Stecké von

zu nden, indem wir geloste Paare hx; ti nden, fur die (x) ! () qilt;
in diesemFall kennen wir mit einer Argumentation, die der ausLemma 2.3.20
ahnelt, sclieen, da = fx 7'tg ,und wennwir ausreidhend viele solther
Paare nden, erreichen wir sdlie lic h = fxg 7! t1g fxn 7! tho,
wobei  ein Unik ator fer S ist, der allgemeiner als (oder aquivalert zu)
ist. In anderen Worten: wir approximieren sukzessie, bis die Substitution
gereigend aufgebautist, soda sie S uni ziert. Diestun wir durch ,Au esen
von Variablen (wie im Fall (C) ) oder durch Benutzen von Approximationen
fur individuelle Bindungen, die wir partielle Bindungen nennen(Methode von
Huet):

De nition  2.3.21 (partielle Bindung, allgemeiner exibler Term)
Eine partielle Bindung vom Typ 1;:::; ! (fur einenGrundtyp ) ist ein
Term der Form

yna  zL Hi(Ymizh): it Z0 i Hm(Ye Z)

fer ein Atom a, wobei
Q) (y))= ifurl i n,
@ @= 55 m! o mit =i Ofurl i om,
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@) (z)="jfar1 i mundl j p,
@ (H)= w5 ooty Pferl 00om.
Dabei sind $;:::; 9 Grundtypen. Die unmittelbaren Unterterme der parti-

ellen Bindung (d.h. die Argumente des Atoms a) hei en allgemeine exible
Terme.

Man beadite, da diesepartiellen Bindungen durch ihren Typ und ihr Kopf-
symbol a eindeutig (bis auf Umbenenrung der freien Variablen) festgelegtsind.

De nition  2.3.22 (Imitationsbindung, Pro jektionsbindung, Varian te,
passend) Eine partielle Bindung gema De nition 4.8 heit Imitationsbindung
fur a, falls a eine Funktionskonstante oder eine freie Variable ist. Sieheit eine

i-te Projektionsbindung falls a eine gebundeneVariable y; fur eini : 1 i n
ist. Eine Variante einer partiellen Bindung t ist ein Term (t)# , wobei eine
Umbenenrung der Menge Hq;:::;Hn der freien Variablen in den Kepfen der

allgemeinen exiblen Termein t ist, die weg von allen Variablen im Kontext,

in demt berutzt wird, ist. Fer eine beliebige Variable F heit eine partielle

Bindung t passendzu F, falls (t) = (F). Eine Imitationsbindung ist passend
zu Xy:.F(Tp), falls sie passendzu F ist.

Um die auftretenden Ausdreicke klein zu halten, erweitern wir unserevektorar-

tige Screibweiseauf partielle Bindungen in der Form

Yn:a( Zp, *Hm(Yn: Zp,))
= Voa zlHi(Ymizh) v 2T Hm ()
Entsprechend unsererobengegelenenAnalyse der Uni k ation heherer Ordnung
haben wir die folgende Menge von Transformationen:

De nition  2.3.23 (System der Transformationsregeln HT )
Sei S ein Systemvon -Termen (evtl. leer). Dann de nieren wir das Transfor-
mationssystemHT als Menge der folgendenTransformationen:

Weglassenuni zierter Paare:
f hu;ui g[ S=) S 1)

Termzerlggung:
f h Xx:a(tn); Xk:a(vn)i g[ S
S n 0
=) h Xgeuis Xevii [0S (2)
1in
wo a ein beliebigesAtom ist.
Variablenelimination:
Fallsu= X F(Xx) undv= X:vOfur eink, eineVariable F und einen
Term vOmit F 2 FV (v), dann gilt
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fhuvi gl S=) f o xevl gl (S)# 3)
wobei = fF 7! xv%.

Diesedrei Transformationen sind analogzum System ST . Um auch Funktions-
variablen verarbeiten zu kennen, brauchenwir eineweitere Transformation, die
in drei Falle unterteilt ist:

Imitation :
f h Xg:F(Un); Xc:a(Vm)i g[ S
=) f hFjtish XcF(UR); Xc:a(Vm)i g[ S; (4a)

wenn a eine Funktionskonstante oder eine freie Variable 6 F ist und t
eine Variante einer Imitationsbindung fer a ist, die passendzu F ist, z.B.

t= yna( Zp, :Hm(Yn:Zp,))-

Projektion:
f h Xg:F(Un); Xc:a(Vm)i g[ S
=) f HEtiTh XicF (Un); Xk:a(Vm)i g S; (4b)

wenn a ein beliebigesAtom (evertuell gebunden)ist und t eine Variante
einer i-ten Projektionsbindung (fer eini : 1 i  n) ist, die passend
zum Term  Xi:F(Uy) ist, d.h. t = Yriyi( Zp,*Hq(Vn: Zp,)), soda, falls
Headu;) eine Funktionskonstante ist, gilt: Headu;) = a.

partiel le Bindung:
f h Xi:F (Un); X:G(Vm)i 9 S
=) Rt h XcF(Uh); X:G(Vm)i [ S; (4c)

wennt = yp:a( Zp, :Hm(Yn: Zp,)) €ineVariante einer beliebigenpartiel-
len Bindung ist, die passendzum Term Xy:F(Uy) ist, soda a6 F und
a6 G.

Als Teil der Transformationen (4a)-(4c) wendenwir unmittelbar Transforma-
tion (3) auf das neuePaar hF;ti an, was sich als Anwendung der Substitution
fF 7! tg auf den Rest des Systemsauswirkt. Wie beim System ST sind auch
hier die Vereinigungenwieder Vereinigungenvon Multimengen, nicht von Men-
gen!

Im folgenden sagenwir 2 Unif y(S) genau dann, wenn es eine Folge von
Transformationen S =) S, gibt, soda S, in gelster Form ist und =

shFV(s)
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Beispiel 2.3.24 Die folgende Transformationsfolgefeihrt zu einem Systemin
gelster Form. (Um die Wirkung des -Reduktionssdirittes zu zeigen,der auf
die Substitution in Regel (3) folgt, benutzen wir die Screibweise (é)e; . Im
.Zahlen steht also das Ergebnis nach der Substitution und im ,Nennek das
Endergebnisnach -Reduktion.)

e (f ()); f (F ()i

=) aa 1F; it (Y 001 P FEE (G

=) 2 hF; it (Y (x))ishy (f (a);f (Y ()i

=) a F; x (BE2)ishy; xex i hC Ll o p (D)2

=) 1 hF; xif (X)ishy; xix i

Alsoist fF 7! x:f (x)g2 Unif y(F(f (a));f (F(a))).

2.3.4 Korrektheit und Vollst andigk eit

Satz 2.3.25 (Korrektheit, [SG89])

EsseiS=) S%mit S%in geloster Form. Dann gilt sojry(s) 2 U(S).

Im folgendende nieren wir ein Systemvon Transformationenauf Paaren( ;S),
welches zeigt, wie der Aufbau einer Substitution  eine geeigneteFolge von
Transformationen festlegt.

De nition  2.3.26 (T ransformationssystem CT ) Sei eine normalisierte
Substitution und S ein beliebiges System. Die ersten drei Transformationen
entsprechen denenausHT :

:S$=) i ;S°

furi = 1;2;3,falls S =) S%in HT, mit der Einschrankung, da Regel(2) nur
auf ein Paar hu; vi angevandt werden darf, bei dem das vorderste Funktions-
symbol in u und v keine freie Variable in Dom( ) ist. Au erdem haben wir die
Regel
fF 71 sg[ ;fh Xx:F(Un); Xkvig[ S
=) 4fF 70 sg[ [ fhF;ti;h XcF(Tq); Xcvig [ S;

wo F auf der linken Seite noch nicht gelest ist, s ein Term der Form yn:a(Sm)
ist,

t= ¥na( Zp, :Hm(Yn:Zpy))

eine zu F passendepartielle Bindung mit dem (bis auf -Konversion) gleichen
Kopf wie s ist, und

=fH,L 7! Vst i Hm 70 VaismO:

(Falls m = 0, wird weggelassen.Wie in HT wird im Anschlu an Regel(4)
unmittelbar Regel (3) auf das neuePaar HF;ti angewandt.
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Beispiel 2.3.27 Wir erganzen das Paar in Beispiel 4.11 um die Substitution
= fF 7! xxf (x)g. Dann ergibt sich dieseCT -Transformationsfolge:
fF 71 xf (x)g;fhF (f (a));f (F(a))ig
=) 4fF 71 xf (X);Y 7! xx g;
thFs xef (Y ()15 GRS f (T ED)ig
=) HfF 71 xf (x);Y 7! x:xx g;fhF; x:f (Y (X))i;hY (f (a);f (Y (a))ig
=) 4fF 71 xf (X);Y 7! xx g;
this e (BS2%)ishy; xix i hCGAE 1 (Le)2)ig
=) 1 fF 71 xf (x);Y 7! xxx g;fhF; x;f (x)i;hY; x:x ig

Satz 2.3.28 (V olist andigk eit von HT , [SG89])
Es sei S ein Systemund 2 U(S). Dann gibt eseine Transformationsfolge

S=S5=) S1=) S2=) =) Sy

wo Sy in geloster Form ist und g, [FV(S)].

Man beadite, da diese Aussagesich von der Vollstandigkeitsaussagefeir das
System ST dadurch unterscheidet, da wir hier nur die Existenz einer termi-
nierenden Transformationsfolge erhalten, wogegenim Fall erster Ordnung alle
Transformationsfolgenterminierten.

Die Aussageneber Korrektheit und Vollstandigkeit fassenwir im folgenden,
letzten Satz diesesAbschnittes zusammen:

Satz 2.3.29 (Satz wber das Transformationssystem HT , [SG89])
Fer ein beliebigesSystem S ist die Menge

f sdrv(s):S=) wr SPund SPin gelester Formg

ein CSU(S).

2.3.5 Zusammenfassung

Ausgehendvon Uni k ationsproblemen erster Ordnung haben wir ein System
von Transformationen entwickelt, unter denendie Lesungendes Problems in-
variant bleiben: wir haben Korrektheit und Vollstandigkeit nachgewiesenund
au erdem bemerkt, da dasVerfahrenterminierend ist. DieseTransformationen
waren im weseittlichen Termzerlegungund Variablenelimination. Anschlie end
habenwir unsereTransformationenverallgemeinertund sodasVerfahrenauf -
Termeheherer Ordnung ausgedehitt hierzu mu ten wir unser Transformations-
systemum Regelnzur Imitation und Projektion erganzen,wasdie Komplexit at
stark vergre erte: wahrend jede der Transformationen im Fall erster Ordnung
die Terme, verkleinertd (in einemvon uns de nierten Sinn) und somit sdlie -
lich keine Transformation mehr anwendbarist, gilt diesim Fall heherer Ordnung
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nicht mehr: Dadurch kennen Suchbaume ins Unendliche wachsen,und das Ver-
fahren ist nicht mehr terminierend. Somit erhielten wir bei der Vollstandigkeit
die Einschrankung, da das Verfahren nur nicht-deterministisch vollstandig ist,
d.h. esmu nicht jede Transformationsfolgeterminieren, aber esgibt in jedem
Fall eine, die terminiert.

Au erdem habenwir beim Ubergangzum Fall heherer Ordnung die Einfachheit
der Existenz eines allgemeinsten Uni k ators (mgu) verloren; hier gibt esim
allgemeinennur noch eine vollstandige Menge von Uni k atoren, die zu jedem
Uni k ator einen allgemeinerenUni k ator ernth alt.

2.4 Narro wing

Narrowing stellt die operationale Grundlage funktional-logischer Programmier-
sprachen dar. Es vereint die operationalen Prinzipien der Resolution mit Uni -

kation (Logik-Programmierung) und der Reduktion (Funktionale Programmie-
rung). Funktional-logische Programme erlauben die Verwendung von logischen
Variablen und Funktionen heherer Ordnung. Wir geben kurz die De nitionen

destraditionellen Narrowing aus [Han94h).

Denition 2.4.1 (Pr adik at, Literal, Gleic hung, Klausel, Variante) Sei

steht aus einem n-stelligen Pradikatsymbol p, da auf n Argumentterme t,
angevandt wird. Eine Gleichung ist ein Literal, dessenPradikatsymbol = ist.
Fur Gleichungen verwendenwir die In xnotation t; = t».

Eine Klausel hat die Form Lo : Lg1;:::;Lnh:(n  0), wobeilyg;:::; Ly Literale
sind. Eine Klausel heit (bedingte) Gleichung falls L eine Gleichung ist und
unbedingte Gleichung falls zusatzlich n = 0. Da Gleichungennur von links nach
rechts gelesenwerden sollen, nennenwir sie Termersetzungsegeln

Eine Klausel heit Variante einer anderen Klausel, falls sie aus dieser durch
bijektiv es Ersetzenvon Variablen durch andere Variablen ertsteht.

De nition  2.4.2 (funktionallogisc hes Programm) Ein funktionallogisches
Programm (oder gleichungslgischesProgramm) ist eine endliche Menge P von
Klauseln.

De nition  2.4.3 (T ermersetzungssc hritt) EsseiP ein funktionallogisches
Programm. Ein Termersetzungsschrittkann auf einen Term t angewendet wer-
den, falls eine Position p in t, eine unbedingte Regell = r 2 P und eine
Substitution  existieren, so da

tip= () und s=t[ (r)]p:
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Durch diesenTermersetzungsdaritt wird t zu s. Schreibweise:t ! p s.

In diesemFall heit t reduzibkel (an der Position p). Ein Termt heit irr eduzitel
oder in Normalform, falls eskeinen Termt®mit t ! p tOgibt.

Enthalt ein Funktionsaufruf logisce Variablen, ist esi.a. netig, dieseVariablen
mit geeignetenTermen zu instanziieren, bevor ein Termersetzungsgaritt ange-
wendetwerdenkann. Dieslat sich realisieren,indem im Termersetzungsdaritt

das Matchen von | mit tj, durch Unik ation dieserbeiden Terme ersetzt wird

{ die Bezeihnung fur diesesVerfahrenist Narrowing.

De nition  2.4.4 (Narro wing-Sc hritt) EsseiP ein funktionallogischesPro-
gramm. Ein Termt wird durch einen Narrowing-Schritt in einen Term t%uber-
fuhrt, falls die folgendenBedingungenerfellt sind:

1. pist eine Position in t, soda tj, keine Variable ist,
2. | = r ist eine neue Variante einer RegelausP,
3. st ein mgu von tj, und I,

4. %= (t[r]p).

In diesem Fall schreiben wir: t ; =y, 1 t° oder t ; =, ; t® oder auch nur
t; t0

Fur eineFolgeto; ,t1; ,tz; 5 ::i;  thp schreibenwir kurz t;  ty,
wobei = 1 ne

Bemerkung 2.4.5 Aus der Verwendung von mgu's ist klar, da diesesVer-
fahren nur auf Terme erster Ordnung angewendet werden kann.

Um alle Lesungenfer eine Anfrage an P zu erhalten, meissenparallel alle Re-
geln auf alle nicht-variablen Positionen angewendet werden. Dadurch entsteht
ein gro er (und oft unendlicher) Suchraum, soda Optimierungen durch den
Einsatz einer Narrowing-Strategie sinnvoll sind. Eine dieser Strategien ist das
Needed Narrowing [AEH94, HP96], dasim folgendenKapitel vorgestellt wird.
Dieseswird dann auch auf den Fall heherer Ordnung verallgemeinert.

3Aus Konsistenzgreinden mit dem Abschnitt eber Uni k ation de nieren wir den Komp o-
sitionsoperator , abweichend von [Han94b], durch ( 1 2)(t) := 2( 1(1)).
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Kapitel 3

De nierende Baume

Termersetzungssystemdegen fest, an welchen Stellen Ersetzungenvorgenom-
men werden kennen. Wenn ein Term mehrere Redexe besitzt, so wird durch
das Termersetzungssystemicht vorgegelen, welcher oder weldhe dieser Rede-
xe ersetzt werden sollen{ diesist Aufgabe einer Ersetzungsstrategie(wie etwa
.Leftmost-Innermost\ ), die fur jeden Term den zu ersetzendenRedex (bzw.
fur parallele Strategien die Redexe)bestimmt.

In [Ant92] wird der Begri desde nier endenBaumes eingefihrt: mit Hilfe die-
ser Struktur kann die Strategie auf syntaktischer Ebenein das Termersetzungs-
systemhineingeholt werden. Die mit Hilfe de nierender Baume bestreibbaren
Termersetzungssystemdei en induktiv sequentiell.

3.1 Grundlagen

Wir geben im folgendennicht die ursprengliche De nition aus[Ant92] an, son-
dern verwenden direkt die spater benetigte, leicht veranderte De nition aus
[HP96]:

De nition  3.1.1 (Muster heherer Ordn ung) Ein Termtin -Normalform
heit Muster heherer Ordnung (engl.: higher-order pattern), falls jedes freie
Auftreten einer Variable F in einem Unterterm F (U,) vont gesdieht, soda
die U, zu einer Liste versdiedenergebundenerVariablen -aquivalent sind.

De nition  3.1.2 (T ermersetzungssystem heherer Ordn ung)
Eine Termersetzungsegel heherer Ordnung ist ein Paar | | r, fur das die
folgendenBedingungenerfullt sind:

| ist ein Muster heherer Ordnung aber keine freie Variable,

| und r sind lange -Normalformen vom gleichen Grundtyp, und
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FV() FV(r).

Ein Termersetzungssystermheherer Ordnung ist eine Menge R von Termer-
setzungsregelnheherer Ordnung. Ein Term ist in R-Normalform, wenn keine
Regelaus R anwendbar ist, und eine Substitution ist R-normalisiert, wenn
alle Termeim Bild von in R-Normalform sind.

Ein Funktionssymbol f heit de niert , wenneseineRegelf () ! tin R gibt,
anderenfallsheit f Konstruktorsymbol.

De nition  3.1.3 (de nierende Baume) EsseiR ein Termersetzungssystem
heherer Ordnung. T heit de nierender Baum mit Muster (engl.: pattern) ,
falls T endliche Tiefe und eine der folgendenzwei Formen hat:

T =rule(l! r), wobeil! r eineVariante einer RegelausR ist, soda

T = branch( ;0;Ty), wobei

{ oein Auftreten (engl.: occurrence)einer Variablen in ist,
{ © versdhiedeneKonstruktoren desgleichen Typs wie jo (k> 0),
{ und fur jedesi 2 f1;:::;kg T, ein de nierender Baum mit Muster
[ci(Xn,)]o ist; dabei ist n; die Stelligkeit von c¢;, und die X, sind
frische, unterschiedliche Variablen.

pat(T) ist das Muster desde nierenden BaumesT .

Bemerkung 3.1.4 In der ursprenglichen Fassung[Ant92] gibt es zusatzlich
die Meglichkeit

T = exempt( ), wobei ein Muster ist.

Die exempt- (Ausnahme-) Knoten werdenfer unvollstandig de nierte Funktio-
nen verwendet.

De nition  3.1.5 (de nierender Baum einer Funktion)

Fur einen-stellige Funktion f heit ein de nierender Baum mit Muster f (X )
ein de nier ender Baum von f , falls eszu jeder Regell ! r in R mit | = f (t,)
einenKnoten rule(1°! r9 in T gibt, soda | eine Variante von |%ist.

Beispiel 3.1.6 (de nierender Baum fer di ) Ein de nierender Baum fer
di st
branch(di (F;X);1,
rule(di (y:y;X)! 1)
rule(di (y :sin(FYy));X) ! cosEAX)) di (y:FAy)X)),
rule(di (y :In(FYy));X) ! di (y:Fy);X))=FAX))).
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De nition  3.1.7 (induktiv

sequentiell) Eine de nierte Funktion f in ei-

nem TermersetzungssystenR heit induktiv sequentiell, falls eseinen de nie-
renden Baum T gibt, soda die Mengeder Blatter desBaumes (bis auf Vari-
anten) identisch mit der Menge der f de nierenden RegelnausR ist.

Ein TermersetzungssystenR heit induktiv sequentiell, falls jede der in R de-
nierten Funktionen induktiv sequetiell ist.

3.2 Der Fall erster Ordn ung

De nition  3.2.1 (Needed Narro wing)
Die folgendenRegelnbesdtireiben die Needed Narrowing-Strategie:

Initial

Apply
Eval(t; rule(I! r));:G

Select
Eval(t; branch( ;0;Ty)); G

Instan tiate

Eval(t; branch( ;0;Ty));G

Eval Subterm
Eval(t; branch( ;0;Ty)); G

Replace Subterm
t® Eval(t; branch( ;0;T¢));: G

Bemerkung 3.2.2 Obige De nition

) [

Eval(t; T)
fallst = f (t,) und
T ein de nierender Baum von f ist

(r);G
falls ()=t
Eval(t; Ti); G

falls tjo = c(tn) und pat(Ti)jo = c(Xn)
(BEval(t; T;); G)
falls tjo = X (Variable) und
= fX 7! pat(Ti)jog
Eval(tjo; T); Eval(t; branch(pi; 0;Ty)); G
falls tjo = f (tn) und

T ein de nierender Baum von f ist

Eval(t[t9,; branch( ;0;Tk)); G

ist nicht die ursprengliche Darstellung

ausdem Artik el [AEH94], in demder Begri desNeededNarrowings eingefehrt

wurde.
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3.3 Case-Ausdr ecke

Zur Vorbereitung auf den Fall heherer Ordnung verwendenwir nun eineandere
Notation fer induktiv-sequertielle Termersetzungssystemeaund fehren Case-
Ausdrucke ein.

De nition  3.3.1 (Case-Ausdruc k) Ein Case-Ausdruck hat die Form

halten kennen. Die Variablen X, hei en Muster-Variablen und tauchen aus-
schlie lic h in den entsprechenden Untertermen X; auf.

Wir kennen nun de nierende Baume wie folgt in Case-Ausdricke eibersetzen:

De nition  3.3.2 (YU bersetzung in Case-Ausdr eicke) SeiT einde nieren-
der Baum. Dann ist die UbersetzungCase(t) wie folgt de niert:

Caseg(rule(l'! r)) ==,
Case(branch( ;0;Ty))

Fur einende nierenden Baum T der n-stelligen Funktion f mit Muster f (X )
ist

f(Xn)! Casg(T)

die neue Termersetzungsregefur f .
Nun meissenwir noch eine Ubersetzungfer Anfragen angelen:

De nition  3.3.3 (U bersetzung der Anfragen in Case-T erme)
Die Funktion EC ubersetzt Eval-Anfragen in Anfragen mit Case-Ausdmeicken:

EC(t) =t
EC(Eval(t; T)) ;= (Casg(T)), wobei (pat(T)) =t

EC(G; Eval(t; branch( ;0;Ty)) := case EC(G) of py : Xk,
wobei EC(Eval(t; branch( ;0;Ty)) = cases of py : Xk.

3.4 Der Fall heherer Ordn ung

Fur die Verallgemeinerungde nierender Baume auf den Fall heherer Ordnung
verwendenwir die Notation mit Case-Ausdmeicken.
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De nition  3.4.1 (Shallo w-P attern, den. Baum heherer Ordn ung)
Ein Shalow-Pattern? ist ein linearer Term der Form Xn:V(Hm (Xn)).

T ist ein de nier ender Baum heherer Ordnung (HDT : higher-order de nitional
tree), falls T endliche Tiefe hat und einer der folgendenFalle vorliegt:

T = p:caseX of T,

T = p:rhs;

wo p Shallow-Patterns mit frischen Variablen, X eine freie Variable und T,
HDTs sind bzw. rhs (right hand side) ein Term ist, der eine rechte Regelsei-
te reprasertiert. Die Shallow-Patterns der HDTs T,, messenpaarweise nicht-
uni zierbar sein.

Die Termersetzungsregef (X,) ! X wird mit dem HDT f (X,) : X identi -
Ziert.

De nition  3.4.2 (Xy-Lifter) Seit2 L(T) und W eineMengevon Variablen.
Dann ist ein X-Lifter vont, weg von W eine Substitution

=fF! (F)X)iF2FV(t)g
wobei eine Umbenenrung mit Dom( ) = FV(t);Rng( )\ W =? und F
1! ooy ist, falls F : undx; : j fur allei = 1;:::;k.

Eine Regell ! r heit Xy-gehoken, wenn| und r durch Anwendung einesxy-
Lifters entstanden sind.

In [HP96] wurde folgendesRegel-Systemzum Narrowing im Fall heherer Ord-
nung vorgestellt:

De nition  3.4.3 (System LNT im Fall heherer Ordn ung)
Das System LNT bestelt aus den folgendenRegeln:

Bind
el 77:G ) ? (G)
mit = fZ 7! eg, falls e kein case-Ausdru&
Case Select
xi:case YiV(tm) of pn: Xn! 7 Z;G ) ? X (X)! ?Z:G
falls pj = yiviXm(X:y))und =X 71 X Vitmg
Imitation

Xi.case VX (tm) of ph:Xn! ?Z;G )
( Xc:case Vi:X(tm) of pn: Xn! 7Z;G)

IWir verwenden die englische Bezeichnung, da weder die ®bersetzung , seichtes Muster\
noch die Halbebersetzung,, Shallow-Muster\ eberzeugenkonnten.
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falls pi = y:e(Xo(Xk; V1)) (c Konstruktor)
und =X 7! Xm:c(Ho(Xm))g

Function Guess
xi:case VX (tm) of pn: Xn! ?Z:G )
( Xc:case VX (tm) of pn: Xn! 7Z:G)
falls Xi;yi:X (tm) kein Higher-Order-Pattern ist und
= fX 7! Xm:f (Ho(Xm))g (f de nierte Funktion)

Pro jection

xi:case VX (tm) of ph: Xn! ?Z:G )

( Xc:case Vi:X(tm) of pn: Xn! 7Z;G)
mit = fX 7' Xm:Xi(Ho(Xm))g

Case Eval

Xi.case Yiif (tm) of pn: Xn! ?Z;G ) ?

XV (X)! ?X; xgcase VX (X yn) of pr:Xn ! 7Z;G
mit =fXn 7' X Vitmg,
f(Xm(X; V1) ! X ist eineX; yi-gehobene Regel.

Durch dieseRegelnwird eine Relation L:'\? . de niert. Eine Folge

to=) t;=) 2tp=) 3 =) "t
OL!\?T lL!\?T 2Ll\?T LI\?T :
screiben wir audch kurz als tg L:'\?T tp mit = n.

Eine Anfrage der Form t ! ? ¢ (wobei ¢ keine de nierten Symbole erth alt)
transformieren wir in die Anfrage f (t) ! ? true, wobei f ein neuesFunktions-
symbol ist, fur daswir die Regelf (c) ! true zur RegelmengeR hinzufegen.

Da das RegelsystemLNT so aufgebautist, da Ableitungen immer mit einer
Anfrage der Form caset of true :true ! ? X beginnen,de nieren wir fur jede
Anfrage t ! ? true eineinitiale Anfrage

De nition  3.4.4 (initiale Anfrage) Feur einenTermt sei
| (t) := caset of true :true! 7 X,

die initiale Anfrage zut bzw. zur Anfrage t ! ? true.

Satz 3.4.5 (Korrektheit von LNT, [HP96 ])
Falls I (t) Lzl\?T fg fur einenTermt, danngilt (t) ! true.

Satz 3.4.6 (Vollst andigk eit von LNT, [HP96 ])
Falls (t) ! true und in R-Normalform ist, dann gibt eseine Substitution

0 .
0 soda 1 (t) L='\?T fg mit © vy
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Satz 3.4.7 (Optimalit at von LNT, [HP96 ])
Sind | (t) L:'\?T fg und I (1) L:'\?T 0fg zwei verstiedeneAbleitungen, dann sind
und Onicht vergleicbar, d.h. gy %und 0 pyqy

Beispiel 3.4.8 Die Funktion di ist durch folgendesTermersetzungssysteniR
de niert:

di (y:y;X)! 1
di (y:sin(F(y));X)! coqF (X)) di (y:F(y);X)
di (y:In(F(y);X)! di (y:F(y);X)=F(X).

Der zugehorige de nierende Baum ist

di (F;X)! caseF of y:y 1,
y :sin(FYy)) 1 cosFAX)) di (y:FAy);X),
y :In(FAy)) :di (y :Fy);X)=FYX).

Wir wollen eineLesungfer die Anfrage x: di (y :sin(F(x;y));x) ! ? x: cogXx)
beredinen; um diese Anfrage auf die Form ::: ! ? true zu transformieren,
erganzen wir die Regel

f(x: cogx)) ! true;
der entsprechende Case-Ausdrud ist
f(G)! caseG of x: cogXx) : true,
und wir berecinen eineLeosungfurt := f (x: di (y :sin(F(x;y));x)) ! ?true.

| (t) = casef (x: di (y :sin(F(x;y)):x)) of true :true! ? X,
+ Case Eval mit Regelfur f ; neuesX,
case x: di (y :sin(F(x;y));x) of x: cosx :true! ?Xo;
caseX, of true :true! ?X;
+ Case Eval mit Regelfur di ; neuesXs 2
X: casey :sinF(x;y) of
yiy: L
y :sinG(x;y) 1 cosG(x; (y :y)(x)) di (y:G(Xy);(y y)X);
y:InG(xy) :di (y:G(xy);(y y)(X))=GX; (y y)(x)) ! 7 Xs;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X
+ Case Select; =fG7! xy F(X;y)g
x: (cosF (x;x) di (y:F(xy)x)! ?Xsz;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;

2Die x-gehobene Regel fur di st
di (F(x);X(x))! caseF(x)of y:y:1,
y sin(F Ax)(y)) : cosF ()X () di (y FAX)(Y); X (x)),
y (In(FO)(y) i (y :FU)(y); X (x))=FAx)(X (x)).
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caseX, of true :true! ? X

+ Bind
case x: (cosF(x;x) di (y:(F(x;y));x)) of

X: cosx :true! ? Xy;
caseX, of true :true! ?X;

+ Case Eval mit Regelfur , neuesX s;

= fX 7! x: cosF(x;x):Y 7! x:di (y:(F(xy)):x)g?3

x: casedi (y :F(x;y);x) of

1: cosF (x; x);

s(Yqx)) : cosF(x;x) + cosF(x;x) Yqx)! ?Xz;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X

+ Case Eval mit Regelfur di , neuesX4

=fH 7! x: (y:F(xy);X 7! xxg*

x:casey :F(x;y) of yiy:L:::! ?Xy;
X: caseX4(x) of

1: cosF (x; x);

s(Yqx)) : cosF(x;x) + cosF(x;x) Yqx)! ? Xg;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ?X;

+ Pro jection mit =fF 7! x1y :yg
x:casey:yof y:y:1:::1 ?Xy;
X: caseX4(x) of

1: cosx;

s(Yqx)) : cosx + cosx Yqx)! ?Xs;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X

+ Case Select, =7?
x: 11 ? Xy
X: caseX4(x) of

1: cosx;

s(Yqx)) : cosx + cosx YUx)! ? Xg;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ?X;

+ Bind, =hX4s=x1

®Die x-gehobene Regel fur ist:
X(1) Y(@)! caseY(x)of 1:X(x);s(YUx)) : X (x)+ X(x) YIyx)
“Die x-gehobene Regel fur di st
di (F(x);X(x))! caseF(x)of y:uy:1,
y sin(Fox)(y)) : cosF )X (x))) di (y :FUx)(y); X (x)),
y (In(FO)(y) it (y :FU)(y); X (x))=FAx)(X (x)).
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x: casel of

1: cosx;

s(Yqx)) : cosx + cosx Yqx)! ?Xs3;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ?X;

+ Case Select, =7
X: cosx! ?Xsg;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ?X;

+ Bind, =fX37! x: cosxg
case x; cosx of x: cosx :true! ?Xy:
caseX, of true :true! ? X

+ Case Select, =7
true ! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X

+ Bind, =fX,7! trueg
case true of true :true! ? Xy

+ Case Select, =7
true! ?X;

+ Bind, =1fX;7! trueg

?.

Damit ist die beredinete LesungfF 7! X; y:yg.

Bemerkung 3.4.9 Die im obigenBeispielgezeigtenAbleitungssdaritte ernthal-
ten implizite -Konversionen. In Kapitel 5 werden wir ein von LNT abge-
leitetes Verfahren vorstellen, das explizite Substitutionen verwendet. Dadurch
erfolgen nach einigen Ableitungssdiritten explizite - und -Reduktionen auf
der syntaktischen Ebene. -Konversion entfallt, da wir die Darstellung von

-Termenin de Bruijn-Notation verwenden,in der die Namen gebundenerVa-
riablen durch den , Abstand\ zum jeweiligen -Binder ersetzt werden.
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Kapitel 3. De nierendeBaume
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Kapitel 4

Explizite Substitutionen

In diesem Kapitel motivieren wir die Verwendung von Kalk elen mit explizi-
ten Substitutionen und besdireiben zwei aktuelle Reprasertanten, zum einen
den -Kalkel [ACCL91, DHK95] und zum anderenden -Kalkel [Les94
BBLRD95]. Dieseverwendenbeide die de Bruijn-Notation [dB72] zur Darstel-
lung von -Termen,um -Konversion (also die Umbennung gebundenerVaria-
blen) zu vermeiden?

Interessar ist die unterschiedliche Behandlung der -Reduktion in den beiden
Kalkelen { im  -Kalkul wird sie als bedingte Ersetzungsregelimplemertiert,
wobei die Bedingung eine Gleichung modulo einer Gleichheitstheorie darstellt.
Die Eta -Regeldes -Kalkeuls hingegenist eine unbedingte Termersetzungs-
regel erster Ordnung, weswegenwir diesemKalkel im nachsten Kapitel den
Vorzug geben, wenn wir das System LNT in einen Kalk el mit expliziten Sub-
stitutionen transformieren.

4.1 Der -Kalk wl

Wir prasertierenden -Kalkel im Zusammenhangmit Uni k ationsproblemen.

4.1.1 Verschiedene Variablenarten

Bei Uni k ationsproblemen suchen wir Substitutionen, unter denen zwei gege-
bene Terme gleich werden. In  -Termen kennen wir versdiedene Arten? von
Variablen unterscheiden:

1Ein Kalk ul mit expliziten Substitutionen, der nicht de Bruijn-Indizes verwendet sondern
mit der gewohnten Darstellung von -Termen arbeitet, wird in [Ros9§ vorgestellt und u.a.
mit und verglichen. Sieheauch Anhang A.3.

2wir sprechen nicht von verschiedenen Variablen-, Typen\ , um Verwirrung mit Typen
zu vermeiden.
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GebundeneVariablen sind von der Uni k ation nicht betro en { eswerden
nur die freien Variablen betrachtet.

Konstanten, die beim Uni k ationsproze nicht substituiert werdenderfen
und sdlie lich

edtte Uni kationsvariablen, wber die das Uni k ationsproblem de niert
wird.

Im folgendenwerdenwir die dritte Grupp evon den mbrigen durch Bildung zwei-
er syntaktischer Kategorien trennen: V enthalt die gebundenenVariablen und
Konstanten, und X erthalt die Un k ationsvariablen (Meta-Variablen au erhalb
des -Reduktionsproze).

Denition 4.1.1 (oene -Terme) Sei X eine Menge von Variablen (den
Meta-Variablen X;Y;:::) und V eine Menge von Konstanten (x;y;:::). Wir
betrachten eine Algebra wber X und einer Menge von Operatoren, die V und
eine mber V indizierte Mengevon Abstraktoren ( x: ) erthalt:

Die Mengeder o enen -Terme, ( V;X), wird induktiv de niert durch

Terme ar=xjXj(aajv:a (x;v2V; X 2X).

Nun haben wir zwei Arten von Substitutionen:

solthe, die auf V de niert sind und fur die -Reduktion benetigt werden,
und

soldhe, die auf X de niert sind und der Un k ation dienen.

Die V-Substitutionen werden wie bisher de niert { mit der zusatzlichen Regel
(X):=X fur X 2 X.

Bei den Substitutionen von Meta-Variablen (aus X) stellt sich die Frage, ob sich
dieseauf X -Graftings (d.h. Substitutionen erster Ordnung) reduzierenlassen.
Das erste der beidenbetrachteten Probleme bei Graftings ist gelest: Variablen,
die durch einen -Abstraktor gebundensind, geheren zu V und sind daherinva-
riant unter X -Substitutionen. Aber die Gefahr des, variable capture\ besteh
immer noch: wird eine Variable durch einen Term substituiert, der Konstanten
enthalt, so kennen ewertuell einige von ihnen durch Abstraktoren , eingefan-
gen werden, wie z.B. in fX 7! xg(x:X ) = x:x . Deswegenfehren wir nun
den Begri der Substitution mit Umbenenrung gebundenerVariablen ein:

De nition  4.1.2 (Substitution mit Um benennung gebundener Varia-
blen) Sei :X ! (V;X).Dannheit die Fortsetzung von , die durch

1. (X):= (X)fur X 2 X,
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2. (V):=vfurv2y,

3. ((ab):=((a) (b)),

4, (y:a):= z: (fy 7! zg YIVar (@), wobeiz eine neue Variable ist.

de niert wird, die zu geberende Substitution mit Umbenennunggebundener
Variablen.

Dabei ist die Funktion V, die alle gebundenenVariablen ausV in solde um-
benenr, weldhe nicht zu V geberen, de niert durch

1. V(x) = x,

2. V((@b):= (Y@ Y(),
3. Y(xa):= x V(a), fallsx 2V,

4. V(xa):= y:{fx7yg V(a),
falls x 2 V, y eine neue Variable (die nicht in a oder V auftaucht).

Bemerkung 4.1.3 Grafting und Reduktion kommutieren nicht. Beispiel: a =
((x:X)y), = fX 7! xg. Dann gilt a ! X, aber (a) = ((x:xx)y) 6!
(X) = x.

Entsprechendgilt: x: (X x)! X,aber (x: (X x)) = x: (xx)6! (X)=x.

Satz 4.1.4 ([DHK95])
Substitution (nach De nition 4.1.2) und Reduktion sind kommutativ.

4.1.2 -Kalk el in de Bruijn-Notation

Im -Kalkel verwenden wir Namen fur die durch Abstraktoren gebundenen
Variablen; diese sind jedoch sowohl fer Beredinungen als auch fer theoreti-
sche Uberlegungenirrelevant. Fer Substitutionen ist oft eine Umbenenrung
dieserVariablen erforderlich ( -Konversion). Tatsachlich sind also Substitutio-
nen nicht auf den -Termenselbstsondernauf -Aquivalenzklassende niert.
Wir kennen auf die Namen der gebundenenVariablen verzichten, denn um ferr
eine gebundeneVariable festzustellen, zu welchem -Binder sie gehert, brau-
chen wir nur zu zahlen, wieviele s zwischen der Position dieser Variable und
dem zugehorigen Binder stehen.DieseZahl heit Bindungshehe der Position. In
de Bruijn-Notation [dB72] lassenwir nun im Binder den Variablennamenweg
und ersetzenjede (gebundene)Position einer Variablen durch die entsprechende
Bindungshehe.
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De nition 4.1.5 ( -Terme in de Bruijn-Notation) SeiX eineMengevon
Variablen. Dann ist die Menge pg(X) der -Terme in de Bruijn-Notation
induktiv de niert durch

Terme a:=njXj aj(aa (n2 N; X 2 X).
Die n;n 2 N, hei en de Bruijn-Indizes .3

Man beadte, da nur gebundeneVariablen und Konstanten durch Indizes er-
setzt werden; die Metavariablen (aus X) behaltenihre Namen.

De nition 4.1.6 ( -Hehe) Die -Hehe einer Position u in einem Term a
ist die Anzahl der s an Prax-P ositionen von u, gestirieben juj. Seiu eine
Position einesde Bruijn-Index p in einem gegelenen Term a. Falls p  juj,
dann heit p gebundenin a, ansonstenist p ein freier Index von a.

Bei der Ubersetzungeinesgewshnlichen -Termsin de Bruijn-Notation stellt
sich die Frage, wie freie V-Variablen behandelt werden sollen. Dazu fehrt man
eine Liste der freien Variablen ein und ersetzt im Term die i-te Variable aus
dieserListe durch den Index i :

De nition  4.1.7 (Referen tial) Ein Referential R ist eine Liste (Xo;:::;Xn)
von Variablen.

Wir werdenbei der Ubersetzungvon -Termennur die gebundenenund freien
Variablen aus V in das Referertial aufnehmen{ die Uni k ationsvariablen aus
X werden nicht ubersetzt.

X 0::: X pn.:a wbersetzt.

De nition  4.1.8 (de Bruijn- Wbersetzung) SeiR ein Refererial und a 2
( V;X), soda alle freien V-Variablen von ain R vorkommen. Dann ist die de
Bruijn- Uhersetzungvon a beziglich R, tr (a;R), de niert durch

1. tr(x;R) = j, wobei] die erste Position von x in R ist,
2. tr(X;R) =X fur X 2 X,

3. tr((ab);R) = (tr (a;R) tr (b;R)),

4. tr( xa;R) = (tr(a;x:R)).

Wahrend der Ubersetzungwird also fer jedes das Referertial vergre ert:
die durch das gebundeneVariable wird aufgenommen.Geshlossene -Terme
kennen bzgl. desleerenReferertials [ ] mbersetzt werden.

®De Bruijn-Indizes werdenin der Literatur auch n, n oder V (n) gesdirieben. Wir verwenden
die Schreibweisen, um Verwedslungen mit naterrlichen Zahlen n 2 N zu vermeiden.
Zur Erinnerung: N= f1;2;3;4;:::9, also0 2 N.
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Man beadite, da bei dieser Ubersetzungvershiedene Indizes derselben (ge-
bundenen) Variable zugeordnetwerden kennen, wie z.B. in

X y:(x(z:(zx)y) e (2 (131):

Seiu Position einesde Bruijn-Index p in einemTerm tr (a;R).

Fallsp juj, dann steht p fer einein a gebundeneV-Variable,

falls p > juj, dann steht p fur die freie Variable, die im Referertial an
Position p  juj steht.

Wir wollen nun -Reduktion in der Form (( a) b ! f1 7! bga einfehren {
dazu meissenwir zunachst die Substitution f1 7! bg de nieren.

Der im folgenden de nierte Lift-Op erator * erheht alle freien Indizes eines
Termsum 1:

De nition  4.1.9 (Lift-Op erator *) Fura2 pg(X) de nieren wir a*, den
Lift von a, durch a* := Ift (a; 0), wobei Ift( a;i) induktiv de niert ist durch

1. Ift(( &g a):i) = (Ift( aq;i) Ift( ag;i)),
2. Ift( & i) = (ft(ai+ 1)),
3. Ift(X:i) = X,

4. Ift(mi) = m+lfalls m > i, sonstm

Es gilt dann folgendes

Lemma 4.1.10 ([DHK95])
Fur a2 ( V;X), ein passendeRReferertial R und eine Variable v2 VnR gilt
tr (a;R)* = tr(a;v:R).

De nition  4.1.11 (Analogon zur V-Substitution) fn 7! bga, die Substi-
tution durch bbei -Hehe(n 1) in a, ist de niert durch:

(fn7! bga; fn 7! bgay)

fn7! bg(a; ap) :

fn7! bgX =X
fn7!' bga = (fn+l7! b* ga)
fn7! bgm =m-1falsm>n (M2 FV(a)

b, fallsm=n (mdurch des -Redexgebunden)
m falsm<n (m2BV(a))
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De nition  4.1.12 ( -Reduktion) Auf pg(X) istdie -Reduktionsregel de-
niert durch

(( abp! f17! boa:
Beispiel 4.1.13

X ((y x ¥ x) ! (QENDEY
;';in (V;X) )'?in o8 (X)

X: (X X) L (f17h1g(21) = (11)

tr

Nun de nieren wir das pg-Analogon zur -Reduktionsregel x: (a x) ! a
(fur x 2 FV(a)): Wir betrachten ein Referertial R, das die Konstanten von
a enthalt. Wenn a durch tr(a;R) kodiert wird, dann wird x: (a x) durch
tr(x: (ax);R) = (tr(a;xxR) 1) = (tr(a;R)" 1) kodiert. Daraus erhalten
wir:

De nition  4.1.14 ( -Reduktion) Auf pg(X) istdie -Reduktionsregel de-
niert durch

(al)! b falls9b2 pp(X): a=b":

Satz 4.1.15 ([DHK95])
Fura2 pg(X) gilt:

9b: a=b" ()

Fur jedesVorkommenu einesindex p in a gilt: p & juj + 1.

De nition  4.1.16 (X -Substitution) Sei : X ! pg(X), dann wird die
zugetwrige Substitution  de niert durch:

1. (X):= (X),
2. (n):=n,
3. (ma) = ( (a1) (a2),

4. (a):= (" (a)

Satz 4.1.17 ([DHK95])
Far a2 ( V;X) und eine Substitution = X1 7! a;:::; Xy 7! angim -

qtr (a;R)).
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4.1.3 Denition des -Kalk wul

-Kalk ele sind Termersetzungssystemerster Ordnung, die eine explizite Be-
handlung von durch -Reduktionen ausgebsten Substitutionen ermeglichen.
Sie erthalten den -Kalkul (in de Bruijn-Notation) als ettes Teilsystem, wo-
beidie -und -ReduktionenalsspezielleAnwendungender -Regelnerhalten
werden.

Internalisierung von Op erationen als Op eratoren

Wir betrachten eine Algebra A mit Wertebereich A und eineberetenbare Ope-
ration F : A! A, z.B. F = doublk auf der Mengeder naterrlichen Zahlen, aus-
gedreckt durch die Konstruktoren 0 und S. Also F(0) = 0;F (S(0)) = S(S(0)),
etc. Wir erweitern die Mengeder Ausdrecke durch Hinzufeigen einesOperators
f, der die Operation F internalisieren soll; dazu nehmen wir dann folgende
Ersetzungsregelnfer den Operator f hinzu:

FO! 0 (SN ! S(S(F(X)):

Der -Kalkul ist eine solche Internalisierung der Applik ationsoperation auf
funktionalen Ausdreicken. Wir betrachten als Beispiel die beiden -Termee; =
x:x und e, = 0. Die Applikationsoperation ist so de niert, da e;, ange-
wandt auf e, als ErgebnisO liefert. Anstatt dieseOperation direkt zu de nieren
(apply(er; &) := :::), erweitert man die Mengeder -Ausdreicke,soda (ejey)
auch ein Ausdruck ist, und man fegt Ersetzungsregelnhinzu ( -Reduktion), so
da (xxx 0)! 0.

Der -Kalkul internalisiert aber nicht alle Operationen: zwar wird die Applik a-
tion internalisiert, aber Substitution und Variablenumbenenrung (Lifting) gibt
esnur als externe Operationen. Der  -Kalk el geht hier einen Sdritt weiter
und internalisiert auch die anderenbeiden Operationen.

De nition  4.1.18 (sim ultane Substitution)  Mit id bezeitinen wir die lee-
re Liste, interpretiert als identische Substitution. Die simultane Substitution
aj:ay:.:an:id ersetzt 1 durch a;, 2 durch ap, :::, n durch a, und verringert
alle anderen (freien) Indizesim Term um n.

Dann kann der Operator ", der die Lifting-Op eration * internalisiert, als unend-
liche simultane Substitution 2.3.4.5.6. ::: interpretiert werden. Wir fegen
noch einen Kompositionsoperator ein und screiben den Index n+1 als 1"

"]1= 1[""]. Au erdem setzenwir "°= id.

De nition 4.1.19 (Terme des  -Kalk uls)

SeiX eine Mengevon Ausdrucks-Metavariablen und Y eine Mengevon Substi-
tutions-Metavariablen. Die Menge T (X;Y) von Termen und expliziten Sub-
stitutionen ist induktiv de niert durch
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Terme a:=1jX j(aa)j a jas]
Substitutionen si:=Yjidj " jasjs s

wobei X 2 X undY 2.

De nition  4.1.20 (Regeln des  -Kalk uls) Der -Kalkul wird alsTerm-
ersetzungssystem  mit folgendenRegelnde niert:

Beta (a)b I a[b:id]

App (a b)[s] I (als] bs])
VarCons lJa:s] I a

Id aid] I a

Abs (a)ls] b (all(s "))
Clos (a[s]It] I als t]

ldL id s !

ShiftCons " (a:s) !
AssEnv  (s1 Sp) Ss3! s1 (S2 S3)

MapEn v (a:s) t I oaltli(s t)
IdR s id I s
VarShift 1" I id

SCons Asl:(" s) ! s

Eta (al ] fallsa= "]

Die Ersetzungsregeln de nieren eine Gleichheitstheorie, deren Kongruenz
als = gestirieben wird. Lat man die Regeln Beta und Eta weg, erhalt
man das Termersetzungssystem , welchesdie Anwendungvon Substitutionen
beredinet. Die Kongruenzrelation der zugehorigen Gleichheitstheorie sthreiben
wir als= .

Bemerkung 4.1.21 Die in [DHK95] eingekihrte -Reduktionsregelist eine
bedingte Termersetzungsregel um die Bedingung zu mberprefen, mu eine
nicht-triviale Gleichung 9b: a= H"] gelost werden.

Die naturlichere Wahl einer Regelder Form (a[']1) ! a st nicht meglich, da
dieseeine unendliche Menge kritisc her Paare hervorrufen werrde.

Dadurch wird das Ziel, implizite Vorgange explizit zu machen, nur fur die -
Reduktion erreicht. Der im nachsten Abschnitt eingekihrte  -Kalk el verzich-
tet zunachst ganzauf -Reduktion, wird aber in Abschnitt 4.2.3um eine expli-
zite De nition der -Reduktion erganzt. Briaud weist in seinemArtik el [Bri95]
darauf hin, da dieseexplizite -Regelauch in andere Kalk eile mit expliziten
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Substitutionen wbernommen werden kann: fer den  -Kalkel ware dies eine
Regelder Form

Eta (@l! a?:id]

fur ein neu einzufuhrendesSymbol ? (nahereseuber die Verwendungvon ? in
Abschnitt 4.2.3).

Satz 4.1.22 (JA CCL91, R 093, CHL92 ])
1. Das Termersetzungssystem ist lokal kon uent auf jedem (o enen oder
gestlossenen) -Term.

2. ist kon uent auf substitutions-abgestilossenenTermen (d.h. Termen
ohne Substitutions-Variablen).

3. ist nicht kon uent auf o enen Termen (d.h. Termen mit Ausdrucks-
und Substitutionsvariablen).

Satz 4.1.23 (Normalformen des  -Kalk uls, [R 093])
Jeder -Term in Normalform bzgl. hat eine der folgendenFormen:

1. a,

2. (aby:::by), wobeiaentwederl; 1[""]; X oder X [s] fur einenSubstitutions-
Term s 6 id in Normalform ist,

3. ar::1a "", wobeiay;:::;a, Termein Normalform sind und a, 6 n.

Bemerkung 4.1.24 Der -Kalkul erthalt keine Regelder Form X [s]! X.
Dadurch ist X [s] zunachst eine Normalform { die Auswertung dieser Substitu-
tion wird alsoverzegert, bis X ein Wert zugewieserwird. Diesist nicht die Art,
wie wir die zu lesendenVariablen X im LNT-V erfahren behandelnwollen: Wir
werden spater (im Kapitel 5) eine solthe Regel X[s] ! X einfehren, da wir
nach jeder durch -Reduktion angesto enen Substitution einen reinen Term
(d.h. einen Term ohne Substitutionsanteil [s]) erhalten wollen. Wir werdendies
aber gefahrlosmaden kennen, da die Variablen X immer durch Terme ersetzt
werden, die bis auf freie Vorkommen von Variablen Y der selben Art wie X
gestlossensind.

Satz 4.1.25 ([DHK95])
X -Grafting (Substitutionen erster Ordnung) und  -Reduktion sind kommu-
tativ.
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4.2 Der -Kalk wl

4.2.1 Die Regeln des -Kalk uls

Ausgehendvom  -Kalkel hat Lescannein [Les94 den -Kalkel vorgestellt.
Dies ist ein weiterer -Kalkel mit expliziten Substitutionen, in dem { anders
alsbei  { keine Kompaosition von Substitutionen meglich ist. Wir stellen den

-Kalkel in diesem Abschnitt kurz vor und prasertieren in Abschnitt 4.2.3
noch eine Erweiterung um eine explizite -Regel ([Bri95]).

Wir werdenspater den -Kalkel verwenden,um in dem Narrowing-Verfahren
LNT aus [HP96] implizite Substitutionen, die durch - oder -Reduktionen
ausgebst werden, durch explizite Substitutionen im Stile des -Kalkels zu
ersetzen.

LescannedAnsatz war es,einenKalk el mit expliziten Substitutionen anzugelen,
der mit einer minimalen Anzahl von Operatoren auskommt. Diese Uberlegung
folgt ausder Beobaditung, da der -Kalkel mber mssigeOperatoren( und
;) enthalt. Da der neue Kalk el Normalformen ohne Substitutionsanteil erzeu-
gensoll, mu fur jede auftretende explizite Substitution eine Reduktionsregel
angegelen werden.

Im folgenden besdtireiben wir die Entwicklung von hin zu , wie siein
[Les94 dargestellt wird.

Da zwar der Kalkel x = nfBeta g kon uent und stark normalisierend ist,

jedoch nicht auf o enen -Termen sondern nur auf reinen, gestilossenen
Termen kon uent ist, haben Hardin und Levy einen kon uenten Kalkel  «
[HL89, CHL92] vorgestellt, der einen neuenLift-Op erator * einfehrt. Dabei ist
* (s) die Substitution, die 1 auf 1 und n+1 auf s(n)["] . abbildet\ . Damit lat
sich die Regel

Abs (a)[s]! (afli(s "))
des -Kalkuls als
Lambda (a)[s]! (a[*(s)])

schreiben. * (s) kann also als Abkerzung fur 1:(s ") aufgefat werden.

Im neuen Kalkel wird auf die Komposition von Substitutionen verzictet;
in Ausdreicken der Form t[s1][s2]:::[sn] wird immer nur t[s1] reduziert. Damit
ist die Clos-Regel (a[s])[t] ! a[s t] uber wussig, und der Operator fallt
weg. Es mussennun Regeln der Form n[*(s)] ! ? angegelen werden. Auch
der Cons-Operator : kann wegfallen, da Substitutionen nicht mehr in der Form
aj:ap:::::an:id (simultane Substitution) angegelen werden, sondernnur noch
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die Ersetzung einer Variable betrachtet wird. Dazu werden Substitutionen der
Form b=eingekhrt, die dem alten b:id ertsprechen, d.h.: b=hat die intuitiv e
Bedeutung 1 7! b;n+1 7! n.

Wir erhalten die Sorten

Terme nj(aa)j a jals
Substitutionen si=a=j*(s)j"

Denition 4.2.1 (Regeln des -Kalk uls) Der -Kalkul wird als Term-
ersetzungssystem  mit folgendenRegelnde niert:

Beta (a)b I albg

App (a b)[s] I (als] bs])

Lambda (a)[s] (@ (9)))

FV ar 1[a7] I a

RVar n+1[a=] I'n

FVarLift  1[*(s)] 1

RVarLift n+i[*(s)] ! n[s]["]

VarShift — n["] I n+l
Wir setzenferner = nfBeta g und de nieren (t) als -Normalform von
t, soferndieseeindeutig existiert (d.h. 9 () mitt ! (1), (t) enthalt keinen

-Redex, und fur jedest®mit t ! t% soda t%keinen -Redexerthalt, gilt

= (1).

Lemma 4.2.2 ([LRD94))
ist terminierend, d.h. esgibt keine unendlichen Reduktionsfolgen.

Satz 4.2.3 (Korrektheit von Beta, [BBLRD95 ])
implemenrtiert die -Reduktion korrekt, d.h.: fur alle a; b gilt:

al b() aBt! BPund b= (B):

Zur Kon uenz von : Durch Ubersdineidung der RegelnBeta und App gibt
esfolgendes(einziges)kritisches Paar:

((a)bys] ! afbdfs]
((a)bls] ! (af[*(s))bs] e a[* (s)I[bis]=,
aber esgilt folgendes

Lemma 4.2.4 (Substitutions-Lemma, [BBLRD95 )
Fur alle Terme a; b und expliziten Substitutionen s gilt:

albg[s] ! a[*(s)l[bs]=]-
Dareberhinaus bestelt zwisdhen zwei Termen a;b und ihren -Normalformen
(a); (b) der folgende Zusammenhang:
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Lemma 4.2.5 (Pro jektions-Lemma, [BBLRD95 ])
Fur alle Terme a; b qilt:

a ! b= (@ ! (.

Beta
Dieselbe Aussagegilt auch fur alle expliziten Substitutionen s;t:

s 1 t=2) (s)y ' (1).

Beta
Daraus ergibt sich sdlie lic h die Konuenz des -Kalkuls:

Satz 4.2.6 (Konuenz von , [BBLRD9S )
ist kon uent auf der Mengeder Terme.

4.2.2 Stark e Normalisierung

Mellies [Mel95] hat nachgewiesen,da der -Kalkel starke Normalisierung
nicht bewahrt. Das heit, esgibt einenTerm, der stark -normalisierend, aber
nicht stark  -normalisierendist. Der  -Kalk ml hingegenbewahrt starke Nor-
malisierung, wie in [BBLRD95] gezeigtwird.

Beispiel 4.2.7 (Das Gegenbeispiel, [Mel95 ]) SeiM der gestlossene ein-
fach getypte -Term

vi(x: (y y)(( Z :2)x)(( W w)v);

der im de Bruijn-Kalk wl die Form

(CCDC DY) (€ DI))

erhalt. Dann gibt eseine Folge von  -Reduktionen, die mit M beginnt und
nicht terminiert.

Unabhangig davon gibt esaber auch  -Reduktionen, die M zu seinerNormal-
form 1 reduzieren.

Feur den -Kalkul gilt hingegender folgende Satz:

Satz 4.2.8 (Bew ahrung der Normalisierung in , [BBLRD95 ])
Es seit ein reiner Term. Wenn t stark -normalisierend ist, dann ist t audh
stark  -normalisierend.

4.2.3 Eine explizite -Regel

Wir kommen nun auf die in Bemerkung 4.1.21versprochene explizite Variante
einer -Regel zureck: wie bereits festgestellt, fuhrt der -Kalkel zwar eine
explizite -Regel Beta ein, wodurch -Reduktion als Termersetzungssystem
erster Ordnung dargestellt werden kann. Feir die -Regelwird dieser Ansatz
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allerdings nicht eingehalten, da essich bei der Regel Eta des -Kalkels um
einebedingte Regelhandelt. Um die Bedingung zu eiberpreifen, ist die Gleichung
9b: a= N"]zulesen,d.h. esmu ein b gefundenwerden, das die Gleichung
a = "] modulo der durch xde nierten Gleichheitstheorie = lest.

De nition  4.2.9 (explizite Eta-Regel) Wir erweitern die Syntax der Ter-
me um ein neuesSymbol ? zu

Terme a:=nj(aa)jajas]j?

und de nieren die explizite Eta-Regel durch
Eta (ad! a?4.

Da ? eine neueKonstante ist, fagenwir au erdem die Regel
Const ?[s]! ?

hinzu.

Wir geben ein Beispiel fur die Berecinung der  -Reduktion im  -Kalk el mit
Eta -Regel.

Beispiel 4.2.10 Seit = (x:y :xy)z. Dannist t®= tr(t;fzg) = ( ( 2 1))1*

Im -Kalkuel gilt t! y:zy! z.Im -Kalkel haben wir
((2D)1 Bet!a ( 21)[14]
(2D (14) (Lambda)
b2 (1912 (19D  (App)
P @iErny (RVarLift, FVarLift)
Fooarnl (Fvar)
I (21 (VarShift)
1 2[?4]
Eta
1 (Rvar)

De nition  4.2.11 ( %Reduktion) Seia 2 . Dann de nieren wir die <
Reduktionsregel durch:

@l)! ob :() (al) Et; a?glund (af?=)) = b2

Satz 4.2.12 (Korrektheit von Eta, [Bri95 ])
Fur alle a; b gilt:

al b() a! ob:

4Wir verwenden das Referertial R = fzg fur die freie Variable z.
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4.2.4 Der getypte -Kalk ul
Es gibt den -Kalkul audh in einer getypten Variante.

De nition  4.2.13 (get ypte -Terme) Die Mengeder getypten -Terme,
, wberder Mengeder Typen T hat folgende Grammatik:

Typen A= mit 2T
Terme a:=nj(aa)j Aa jals

Substitutionen s m=a=j*(s)j"

Kon texte =[]jA

Die Regelnfur korrekt getypte Terme und Substitutionen sind:

Terme:
Ta:Al!l B b A A “a:B
“(ab:B " Aa :A! B
TalA T s n:A
T als] i A A “1:A B T nt+l: A
Substitutionen
TalA T s
Ta=: A A TN A T *():A

Satz 4.2.14 ([BBLRD95 )
Die -Regelnsind typ-erhaltend.

Satz 4.2.15 ([BBLRD95 )
Jederreine, korrekt getypte Term aus ist stark normalisierbar.

425 Zusatzlic he Variablen und Funktionen

Wir erweitern die (ungetypten)  -Terme nun um zusatzliche Variablen; dies
sind wie im  -Kalkul die X 2 X. Auerdem fegen wir Funktionssymbole
f hinzu. Diese sollen durch explizite Substitutionen nicht verandert werden;
wir werden dem Kalk el also neue RegelnFreeVar X[s]! X und Function
f[s] ! f hinzufegen. Au erdem verwenden wir die explizite Eta -Regel aus
Abschnitt 4.2.3. Damit erhalten wir den folgendenKalk eil:

De nition  4.2.16 (Der F -Kalk wul) Die Terme des F -Kalkuls wer-
den durch folgende Grammatik de niert:
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njXjfij(aa)jajals]j?
=a=j*(s)]"

Terme
Substitutionen

» o
i

Das Termersetzungssystem F besteht ausfolgendenRegeln:

Beta (a)b I albd

Eta (al) I al?4]
App (a b)s] I (a[s] bis])
Lambda (a)[s] L@ s
FVar MEE I a

RVar n+1[a=] I'n
FVarLift — 1[* (s)] 1
RVarLift n+i*(s)] ! n[s]["]
VarShift  n["] I n+l
FreeVar X|[s] I X
Function f[s] Iof

Const ? [s] 2

Mit F bezeihinen wir F nfBeta ; Etag.

Die Regeln FreeV ar, Function und Const kennen aucd in einer Regel zu-
sammengefa twerden,wennwir ? , X und die Mengeder Funktionssymbole zu
einer Menge von Konstanten zusammenfassen.

Briaud hat in einer demnachst ersdeinendenArb eit die folgenden Aussagen
gezeigt:

Satz 4.2.17 (Hauptsatz wber F, [Bri97a , Bri97b )
Fer obigesSystem F gelten die folgendenAussagen:

1. F implemertiert korrekt - und -Reduktion, d.h.

al b() aBt! Pund b= (%, und
a! b() al! ob
wobei °de niert ist durch
(al)! ob:i() (@l ! aPd, (2= b

und ? kommt nicht in bvor.

2. FO:= F nfEtag[ f Y ist kon uent auf der Mengeder Terme.
3. F erhalt starke Normalisierung, d.h.: wenn fur einen Term alle -
Reduktionsfolgenterminieren, dann terminieren auch alle F -Reduk-

tionsfolgen.
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Die Aussagenbleiben geltig, wenn getypte Terme verwendet werden.

Bemerkung 4.2.18 Wir gehenin dieserArb eit grundsatzlich davon aus, da
alle Terme korrekt getypt sind. Daraus ergibt sich unter anderem, da jeder
Term eine  -Normalform hat, da der getypte -Kalkeul stark normalisierend
(d.h. terminierend) ist.

Bei der DiskussiondesLNT-Kalk wls verzichten wir auf die Angabe der Typen,
da die zusatzliche Information die Darstellung nur unebersicitlich macdit. Aus
obigemResultat folgt also,da alle F -Reduktionsfolgen,die wir betrachten,
terminieren.
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Kapitel 5

De nierende Baume mit
Expliziten Substitutionen

5.1 Analyse der LNT-Regeln

In Kapitel 3 haben wir eine Erweiterung des Needed-Narraving auf Funktio-
nen heherer Ordnung vorgestellt: die neue Strategie LNT berutzt de nieren-
de Baume (heherer Ordnung) [HP96] zur Besdireibung induktiv sequetieller
Termersetzungssysteme.

Wir stellenim folgendendie Frage,inwiefern die Substitutionen in denRegeln
des SystemsLNT Substitutionen heherer Ordnung sind.

Eine Substitution heherer Ordnung unterscheidet sich von einer Substitution
erster Ordnung durch die M eglichkeit desAuftretens der beidenfolgendenPro-
bleme (sieheaudch Abschnitt 4.1.1):

1. ,Variable capture\: fy 7! xg(xy ) 6 x:x ,
2. GebundeneVariablen deirfen nicht ersetztwerden:fx 7! ag( x:x ) 6 x:a,

falls dies Substitutionen heherer Ordnung sind. Im Fall erster Ordnung weren
die Ungleichheitszeidhen durch Gleichheitszeihien zu ersetzen(aber der -Kalk el
ist eben kein System erster Ordnung).

Diese Probleme treten nicht bei jeder Substitution auf, und wir de nieren nun
den Begri der FO-Zulassigkeit fur Paare (t; ), um zu unterscheiden, welche
Ersetzungsstritte problematisch sind und welche nicht.

De nition  5.1.1 (F O-zul assige Substitution) Seit ein beliebiger Term
und = fXy 7! skg eine Substitution. Dann heit (t; ) FO-zulassig falls die
beidenfolgendenBedingungenerfullt sind:




64 Kapitel 5. De nierendeBaume mit Expliziten Substitutionen

1. Falls X 2 FV(s;) fur eini, dann erthalt t keinen Unterterm X :t% so
da X; in t°vorkommt, und

Auerdem heit FO-zulessigfur eine AnfrageG = t1! 7 Zq;::5itm ! 7 Zm,
falls alle (tj; ) FO-zulassigsind. Wir sdreiben dann auch: (G; ) FO-zulassig.

Die Bedingungenverhindern das Auftreten der beiden oben angegelenenPro-
bleme{ FO-zulassigeSubstitutionen sind also Substitutionen heherer Ordnung,
bei denender Einsatz einesSubstitutionsmechanismus erster Ordnung meglich
ist, ohne falsche Ergebnissezu produzieren.

Beispiel 5.1.2 Die Paare( x:y ;fy 7! xg) und ( x:x; fx 7! ag) sind nicht FO-
zulassig. (Im erstenFall ist x 2 FV(s) (mit s= x), undt = x:iy erthalt einen
Unterterm x:t ° (namlich sich selbst), in demy vorkommt. Im zweiten Fall ist
X 2 BV(t), wobeit = x:x .)

Das Paar ( Xx:F(Xx);fF 7! Xc:H(Xk)g) ist FO-zulassig.

Wir untersuchennun in densedis RegelndesSystemsLNT, ob die auftretenden
Substitutionen FO-zulassigsind.

Satz 5.1.3
Alle in LNT auftauchenden Substitutionen sind FO-zulessig.

Beweis. Die zweite Bedingungist o ensichtlich fer jededer Regelnerfullt: keines
der Z; X; X; taucht jemals gebundenauf. Wir eberprefen also noch die erste
Bedingung.

1. Die Bind -Regel:e! 7 Z;G ) ? (G) mit = fzZ 7! eg, falls e kein
case-Ausdrug.
Falls G = ?, dannist e! ? Z die vollstandige Anfrage, und durch die
Bindung = fZ 7! eg wird das Verfahren beendet. In diesem Fall ist
nichts zu zeigen.
Ansonstenist G = t! ?Z%GC und die Variable Z kommt nur einmal in
t vor, da Z durch einenCase Eval-Sdritt als frische Variable eingeflhrt
wurde. Die erste Bedingung ist erfellt, denn: wenn X eine freie Variable
in e ist, dann ist X entweder eine der gesutten Variablen oder wurde
durch eine der Guess-Rgeln® eingekihrt { in jedem Fall erthalt t keinen

-Binder X . Damit ist (t; ) FO-zulassig,und wegendesNichtauftretens

von Z in Glauch (G; ).

! Die Guess-Regelnsind Imitation , Function Guess und Pro jection .
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2. Die Case Select-Regel: Xy:case Vi:v(tm) of pn: Xn! ?Z;G) 7 X
(X)) ! ?Z;G, fallspi = v Xm(XGy) und = fXm 7' X Viitm o
Die Substitution = fXm 7! X Witmg wird nur auf X; angewendet.

keinen Unterterm X :t° soda Xj in t9vorkommt. Das ist aber klar, da
eberhaupt kein -Binder X vorkommt. (Da X 2 fXy;Vig, ist X eineder
nirgends gebundenenVariablen: entweder eine gesudite oder eine durch
eine Guess-Regeleingekihrte Variable.) Also ist (G;fX; 7! X Vi:tj0)
FO-zulassigfer jedesj, d.h. (G; ) ist FO-zulassig.

3. Die Imitation -Regel: Xy:case Vi:X (tm) of pn: Xn! 7Z;G) ( Xk:
case Yi:X (tm) of pn: Xn ! 7 Z;G), falls p; =  Vi:e(Xo(Xk; 7)) (c Kon-
struktor) und = fX 7! Xm:c(Ho(Xm)) 0.

Die freien Variablen in  Xm:c(Ho(Xm)) sind genau die Ho. Kein Term

eingekhrt werden. Damit ist (G; ) FO-zulessig.

4. Fur die Function Guess- und Pro jection -Regelnkennen wir dasselle
Argument wie fur die Imitation -Regelverwenden.

? o

5. Die Case Eval-Regel: xy:case Vi:f (tm) of pn: Xn! 2Z:G) ? XV
(X)! ?X; Xg:icase VX (X:Vi) of pn: Xn! ?7Z:G
mt =fXn7 XoWtmg f(Xm(X W) ! X ist eine X; yi-gehokene
Regel.
Die Substitution = X, 7! X ¥:itmg wird nur auf X angewendet.
Wie bei der Case Select-Regelgibt eskein X 2 FV( Xi;Vi:tj), fur das
ein -Binder X existiert: (G; ) ist FO-zulassig.

Damit kennen wir alle Substitutions-Schritte mit einem Ersetzungsalgorithnus
erster Ordnung nach folgendem Schema durchfehren:

De nition  5.1.4 (F O-Substitution fer case-Terme) Die FO-Substitution
= hX=si wird induktiv de niert wuber:

(X) = s,
(Y) =Y, fallsY Variable, Y 6 X,

(c) := c, falls ¢ Konstante,

(y:i):=y: (1),
(t1t2) := ( (t1) (t2)),

(caset of p, : Xp) := case (t) of ph: (Xp).
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Wir kennenalsoallein LNT auftretenden Substitutionen der Form f X , 7! tmg
durch hX =ty i ersetzen.

Bemerkung 5.1.5 Wir verwendendie Notation hX=si zur Unterscheidungvon
+herkemmlichen Substitutionen f X 7! sg. Fer denFall, da eine Substitution
fX 7! sgfur einenTermt FO-zulassigist, sind naterlich hX=sit und f X 7! sgt
identisch.

Das LNT-V erfahrenenth alt aber noch immer Substitutionen, die nicht auf diese
Weise verarbeitet werden kennen: durch die -Regeldes -Kalkels kommen
dieseins Spiel.

In Kapitel 4 habenwir gesehenwie -und -Reduktion durch einenKalk el mit
expliziten Substitutionen beredinet werden kennen, der ein Termersetzungs-
systemerster Ordnung ist. Wir wollen nun den  -Kalk el auf das SystemLNT
anwenden.

5.2 Denierende Baume in de Bruijn-Notation

In diesem Abschnitt stellen wir ein einfaches Verfahren vor, mit dem sich -
Terme, die caseAusdreicke erthalten, in de Bruijn-Notation ebersetzenlassen.

Zunachst klaren wir, weldhe Variablen wir durch de Bruijn-Indizes ersetzen
wollen. In Abschnitt 4.1.2 wurden bei der Ubersetzung ( V;X) ! ps (X)
nur die Variablen v 2 V ersetzt { die Uni k ationsvariablen aus X blieben un-
verandert. Zur Erinnerung: die Uni k ationsvariablen sind die Unbekannten im
Uni k ationsproze , fur die eine Lesung (d.h. Substitution) gefundenwerden
soll.

Ubertragen wir dies auf die Menge der meglichen Anfragen fur das System
LNT.

Zunachst haben wir die Variablen X und yj, die stets gebundensind {
sie kennen also nie substituiert werden, und daher werden wir siein de
Bruijn-Indizes mbersetzen.

Dann gibt esdie Variablen F; G;:::, die in der initialen Anfrage frei vor-
kommenund durch das Verfahren gelost werden sollen. Diesewerden wir
nicht mbersetzen,da sie die selbe Rolle haben wie die Uni k ationsvaria-
blen beider -Unik ation.

Durch die Guess-RegelwerdenneueVariablen H, eingetihrt, fur die der
Kalkel ebenfalls Lesungenberedinen mu . Zwar sind dies nur Zwischen-
ergebnissedie nicht zureickgegelen werden, wir kennen sie aber wie den
vorangegangenerm yp behandeln.
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Sdlie lic h gibt esdie Variablen X 1, die in den Mustern p; als Argumente
der de nierten Funktionen f auftreten. Diesekommennur in Argumenten
von casevor und werdendurch Case Select -Sdritte ertfernt. Auch diese
Variablen werdenwir nicht mbersetzen.

Wir kennen die de Bruijn- Ubersetzung (De nition 4.1.8 in Abschnitt 4.1.2)
verwenden, wenn wir vorher caseTermein ( V;X) einbetten:

De nition  5.2.1 (Ein bettung von case-Termen) EsseiV eineMengevon
Variablen mit Xx;X1;X2;:::;Y;y1;Y2; i 2 V und X eine Menge von Varia-
blen und Konstanten, die alle Konstruktor- und Funktionssymbole c;f, alle
X;Y;Z;H;::: savie neue (2n + 1)-stellige Funktionssymbole f Js. (fur alle
n 2 N) enthalt. Dann ist durch die Abbildung

caset of pp: Xn 7' flee P X1 i;Pn; Xn
(uber homomorphe Fortsetzung) eine Einbettung
i :Case! (V;X)

de niert.

Auf eingebettete Termei(t) kann dann die de Bruijn- Ubersetzungtr (De nition
4.1.8) mit leerem Referertial R = [] (alle x;;y; sind gebunden) angewendet
werden, und wir erhalten tr (i(t);[ ]) in de Bruijn-Notation.

Um die Notation der caseAusdreicke zu erhalten, de nieren wir noch eine Ab-
bildung e, die aus dem erhaltenen Term einen caseAusdruck { allerdings in
de Bruijn-Notation { maadt:

De nition  5.2.2 Wir de nieren e als homomorphe Fortsetzung der Abbil-
dung, die durch

flee LPLX1 i pn;Xn 7! caset of py : X,
(fer alle n 2 N) de niert wird.

De nition  5.2.3 (de Bruijn- Ubersetzung von case-Termen) Esseit ein
caseTerm. Dann ist die de Bruijn- Ubersetzungvon t de niert als

DB(t) := e(tr (i(t); [ 1):
Anfragen G werden durch DB(?) := ? und DB(t ! 7 Z;G) := DB(t) ! ?
Z;DB(G) ubersetzt.

Im folgendenwollen wir noch fer Substitutionen eine Ubersetzungde nieren,
sofern dies meglich ist:
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De nition  5.2.4 (de Bruijn- Ubersetzung einer FO-zul. Substitution)
Essei = fXm 7! tmg eine FO-zulassige Substitution (fur eine vorgegele-
ne Anfrage G) mit FV(t))\ V = ? fur alle i. Dann ist ©:= DB( ) :=
X m=DB (ty)i die de Bruijn- ¥bersetzungvon

Satz 5.2.5

EsseiG einebeliebigeAnfrage fur dasSystemLNT und eineSubstitution, fer
die DB( ) de niert ist. Dann gilt DB( (G)) = 4DB(G)), d.h.: dasfolgende
kommutativ e Diagramm ist geltig.

G ! (}G)
? ?
DBY yDB
GY ! G

woec) 1G9Y

Beweis. Sei G eine solthe Anfrage. Dann gilt entweder G = t | ? X oder
G=1t! ?X;Gy. Wegen (t! ?X;Gy) = (t! ?X); (Gy) und DB(t! ?
X;G1) = DB(t! ? X);DB(G1) mussenwir nur den ersten Fall untersuchen,
alsoG=1t! ?X.

Essei = fX 7! thg eine Substitution, fur die DB( ) de niert ist. Damit
gilt nach De nition 5.2.4:FV(tj))\ V= ? fur allei.

Zu zeigenist also:DB( (t)) = DB( )(DB(t)). Um dieseAussageeber struktu-

relle Induktion zeigenzu kennen, zeigenwir sogarfer ein beliebigesReferertial
R2:tr( (t);R) = DB( )(tr (t; R)).

t= X fureini 2 f1;:::;mg. Dannist (t) = (X;) = t;, nach De nition
von . Also gilt tr( (t);R) = tr(ti;R). In der anderen Richtung haben
wir DB( )(tr (t);R) = DB( )(tr (Xi;R)) = DB( )(X;i) (nach De nition
von tr) = tr (tj;R) (nach De nition von DB( )).

=Y und DB( )(tr(t;R)) = DB( )(tr(Y;R)) = DB( XY)=Y.
t = ¢, c Konstante. Danniist tr ( (t);R) = tr( (¢);R) = tr(c;R) = cund
DB( )(tr(t;R)) = DB( )(tr(c;R)) = DB( )(c) = c.

t= yi. Esqilt y 2 fXq;:::;Xmg, da  FO-zulassig fur t ist. Daher
isttr( (1);R) = tr( (y:t1);R) = tr(y: (t1);R) = tr ( (t1);y:R) =
(Ind.) D B( )(tr(ty;y:R)) = DB( )(tr(y t1;R)) = DB( )(tr (t R)).

t= (tatz). Danngilt tr ( (t);R) = tr ( ((t21t2));R) = tr(( (t1) (t2));R)
= (tr( (t2);R) tr( (t2);R)) = (Induktion)  (DB( )(tr (t1;R))

2Zur Erinnerung: Per De nition ist DB (t) = tr (t; []) mit leerem Referertial [].
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DB( )(tr(t2;R))) = DB( )((tr (t1;R) tr(t2;R))) = DB( )(tr ((t1 t2);
R)) = DB( )(tr (t; R)).

t = casety of p, : X,. Hier ist nichts zu zeigen,dat intern als

verarbeitet wird.

Da wir oft mit Untertermen arbeiten, deren Variablen im ganzenTerm gebun-
den sind, de nieren wir eine Ubersetzungim Kontext dieser -Binder:

De nition 5.2.6 (Ybersetzung im Kontext von -Bindern Xy)

Es seit ein beliebiger Term. Fur die de Bruijn- Ubersetzungvon Xy:t gilt:
DB( Xxit) = KktOfur einen Term t° Diesest® nennenwir die de Bruijn- Uber-
setzungvon t im Kontext der -Binder Xj. Bezeihnung: t°= DB xq(b).

|t eineRegelr ausR, und f (X (xy);:::; X% (X)) ! t°seidie xg-gehotene
Form dieserRegelgema De nition 3.4.2.Wir fehren (aussdlie lic h zum Zwed
der Ubersetzung) ein neuesFunktionssymbol f, ein und fassendie Regel als

die Xx durch Xy binden. Wir de nieren die linken und rechten SeitenL und R
der k-geholenenRegel L ! R durch

Wir screibenDB%(r)=L ! R.

Bemerkung 5.2.8 Mit den Bezeidqinungen der obigen De nition gilt o en-
sichtlich:

DB[ x5(t9 = R.

Bemerkung 5.2.9 Ein urspreinglicher Ansatz war, k-Lifter im Sinne der X-
Lifter durch = fF 7! (F )k;:::;1) j F 2 FV(t)g einzufehren und auf

beziehen.

5.3 Das System LNT

Nach der Transformation in den -Kalkel erhalten die LNT-Regeln folgende
Gestalt:
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De nition 5.3.1 (System LNT ) DasSystemLNT bestelt ausdenfol-
gendenRegeln:
Bind
el 772:G) ? z=d(G)
Case Select
kKcase 'v(tm) of pn i Xn! 7Z;G) 7 KX = K+ltgiXi ! ?Z:G,
fallspi = 'v(Xm(ktl;::::1))

Imitation

Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z:G) Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z2:G ,
falls pi = 'c(Xo(k+l;::1; 1)),
wobei = hX= Mg(Ho(m:::;1))i

Function Guess

Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z:G) Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z2:G ,

falls **!'X (tm) kein Muster heherer Ordnung
und f einede nierte Funktion ist,
wobei = hWX= Mf (Ho(m:::;1))i

Pro jection
Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z:G) Kcase "X (tm) of pn: Xn! ?Z2:G ,
wobei = hWX= Mi (Ho(m:::;1)i
Case Eval

Kcase 'f (tm) of pn : Xn! 7Z:G
) 7 KX = K Ttgi(X) PP X; Kease X (k#liinil) of pr i Xa ! 7 Z;G,
falls f (X m(k+l;:::;1) ! X die Ubersetzungelnerxk,y| geholenenRe-
gelist.

De nition  5.3.2 (AppCase-Regel) Fur die Verarbeitung von Case-Aus-
drecken fagenwir dem F -Kalk el noch die folgende Regelhinzu:

AppCase (caset of p, : X,)[s]! caset[s] of pn[s]: Xn[S]
Diese Regel dient nur der Vereinfacdung: da wir caset of p, : X,, als Kurz-

schreibweisefur f Lo (t; p1; X1;:::; pn; Xn) interpretieren, erspart AppCase ei-
ne Folge von App - und Function -Sdhritten.

5.4 Die Reduktionsstrategie feir LNT

De nition  5.4.1 (Reduktionsstrategie  feir LNT )

Wir de nieren folgende Reduktionsstrategie fer LNT  : Jeder LNT  -Reduk-
tionssdritt bestelt aus der Anwendung einer LNT  -Regel mit ansdlie en-
der F -Normalisierung der durch die LNT-Regel veranderten Teilanfragen
(d.h. F -Redexewerdenreduziert, bis der Term in F -Normalform ist).
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Fer die Reduktion mit F fordern wir zudem, da nach jedem Eta -Sdhritt

(al) ! a[? =] zunachst der Unterterm a[? =] -normalisiert wird. Kommt nach
dieserNormalisierung immer noch das? -Symbol vor, wird der Eta -Sdritt ver-
worfen.3 Ebenfalls verwerfen wir einen Eta -Sdritt, wenn dadurch ein LNT -
Redex zerstort wird.

Beispiel 5.4.2 Auf ein Zwischenergebnisder Form case cogq1l) of cog1l) :
.1 wird kein Eta -Sdritt fur coq1) angewendet, da dies den Case Select -
Redex zerstoren welrde.

De nition  5.4.3 (LNT -Ableitung)  Wir de nieren die Relation fl\ﬁ
wie folgt:
G===) GlfalsG) GyundG; =) G°
INT F

wobei G; unter Beadtung der Reduktionsstrategie (De nition 5.4.1) zu G°
normalisiert wird. Eine Folge

to === 1t === 2 to === 3 === nt
OLNT) lLNT) 2LNT) LNT :

schreiben wir auch kurz als tg E\ﬁ) tp mit = n.

55 Aquivalenz von LNT und LNT

Aufgabe desneuen SystemsLNT st es, das System LNT zu ersetzen.Wir

fordern also eine Aquivalenz der beiden Systemein dem Sinne, da fur jede
megliche Anfrage mit LNT  diesellen Lesungen beredinet werden wie mit

LNT. Was hat sich beim Ubergangzu LNT  uberhaupt geandert? Wir sind
von der ublichen Darstellung von -Termen zur de Bruijn-Notation ebergegan-
gen, und wir haben die impliziten - und -Regelndes -Kalkels durch die
expliziten Beta - und Eta -Regelndes -Kalk uls ersetzt. Durch das Umformen
der RegelnausR fallen die Xy yi-Lifter weg.Wir meissenalsoinsbesondereur

die Case Eval-Regel uberprefen, ob sich dadurch etwas an den Ableitungen

andert.

Wir zeigenin diesem Abschnitt die Gultigkeit des folgenden kommutativ en
Diagrammes:

G LNT ; !
?
?

DBY

GY !
LNT ; F

I <ovIT

3Das bedeutet praktisch die Anwendung der °Regel anstelle der Eta -Regel. Wir verwen-
den nicht direkt die °Regel, da diese keine elemertare Ersetzungsregelist.
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Dazuist zu zeigen,da fur jede Anfrage G und jede megliche Anwendungeiner
Regelaus LNT auf G mit ansdilie ender  -Reduktion (! H) gilt, da auf
die G entsprechende Anfrage G° = DB(G) die zugelorige Regel aus LNT
anwendbar ist, und nach Reduktion mit F, bis kein F-Redex mehr vor-
handenist (d.h., da kein Substitutionsteil [s] mehr vorkommt), das Ergebnis
H© geradedie ®bersetzungD B (H) desErgebnissesH ist.

Satz 5.5.1 (Aquivalenz von LNT und LNT )

Es sei G eine Anfrage fur das System LNT, G°= DB(G) sei die de Bruijn-
@bersetzungvon G. Ferner seir eine der Regelndes SystemsLNT und r % die
ensprechende Regelaus LNT . Dann gelten die folgendenAussagen:

1. Fallsr auf G anwendbarist, dann seir (G) dasErgebnisdieserAnwendung
inklusive Ausfehrung der Substitution(en), aberohne -Reduktion. Dann
ist auch r% auf G° anwendbar, und fur das Ergebnis r{G?% dieser An-
wendung inklusive Ausfuhrung der Substitution(en), aber ohne F-
Reduktion, gilt: r{G9 !F HOund H°= DB (r(G)# ).

2. Die Umkehrung®: Falls r°auf G®anwendbarist, dann seir {G% dasErgeb-
nis dieser Anwendung inklusive Ausfehrung der Substitution(en), aber
ohne F -Reduktion. Dann ist auch r auf G anwendbar, und fur das
Ergebnis r(G) dieser Anwendung inklusive Ausfehrung der Substituti-
on(en), aber ohne  -Reduktion, gilt (wieder): r{GY ! _ HOund HO=

DB(r(G)# ).

Beweis. Wir zeigennur die erste Aussage.Der Beweis der zweiten Aussage
verlauft analog.

Die Case Select-Regel:
Damit Case Select anwendbarist, mu die Anfrage die Form

G= xg:icase Vi:V(tm) Of pn: Xn! 7 Z:Gy

haben. Au erdem mu fur eini gelten: p = y:v(Xm (Xx; ¥1)). Dann gilt
fur die ubersetzte Anfrage G°= DB (G):

G%= kcase 'v(t%) of PR X9! ?Z:GY;

mit G = DB(G;), wobei nach Konstruktion der ®bersetzungfur die

“Man beadte, da wir keine Aussagen eber beliebige Anfragen an LNT machen. Die
betrachteten Anfragen G° sind stets D B-bersetzungenD B (G) der Anfragen G an LNT.
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t% pP und X gilt: °

DB( Xk viti) = 't}
DB( Xcp) = “p
DB( X Xi) = *X2
Esgilt alsoauch p? = 'v(Xy(k+l;:::;1)), und damit ist die Case Se-
lect -Regelaus LNT  anwendbar, d.h. die Anwendbarkeit von r © auf G°
ist gezeigt.

Nach Anwendung der Regelerhalten wir in den beiden Kalk ellen

XX m 77 X VitmgXi | ?Z:Gy

bzw. KhX = k+1tQix 01 ? Z: GY:

Wir nennendie beiden Substitutionen und © Nachdem die X, in X;
bzw. X0 ersetzt wurden, gilt wegenDB( Xg yiitj) = **'t% da

DB( xx: (X)) = * 4x9:

Dasheit: bis hier ist die neueRegeleine korrekte Ubersetzungder alten.

Nun kommen wir zur -Reduktion bzw. Beta / Eta -Reduktion. Nach
Satz 4.2.17qilt

a! b() a! gew Pundb= (BY:

Daraus folgt, da alle Beta -Reduktionen mit ansdlie ender -Normali-
sierung denselken E ekt haben wie die urspreinglichen -Reduktionen.
Nach Satz 4.2.17 gilt

al b() a! ga Pundb=  (D;

wobei sich die Normalisierung (b auf den Redext[? =], der durch Eta
erzeugtwird, besdirankt.

Die Case Eval-Regel:
Case Eval ist nur anwendbar, wenn die Anfrage die Form

G= xgicase Vi:f (tm) Of pn: Xn ! ?Z:Gy
hat. Dann gilt fer die ebersetzte Anfrage G°= DB (G):

G%= kcase 'f (%) of pP: X0! ?Z:GY;

SWir kennen hier nicht etwa DB (t;) = t? schreiben, da dann t; und t° aus dem Kon-
text gerissenwaren: ohne die zugeherigen -Binder lassensich diese Terme nicht ineinander
konvertieren.
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mit G = DB(G;), wobei (wie oben) fur die t% p® und X2 gilt:

DB( Xk Witti) = 't
DB( Xccpi) = “pf
DB( Xi:X) = *x&

Die Case Eval-Regelnder beiden Systemeunterscheidensich in der Art
und Weise, wie der de nierende Baum fer die Funktion f angewendet
wird. Im System LNT haben die Regelnaus R die Form f (X,) ! X,
und die X, messenzunachst mit Xy;y-Liftern gehoben werden (siehe
Abschnitt 3.4).

Nach Anwendungder Regelerhalten wir im Kalkell LNT:

KG¥is (X) ! TX; Xccase VX (i ¥n) of paiXn ! 7 ZiGy

mit =fXn 7! X Viitmg, wobeif (X (X;¥1)) ! X eineXy; yi-gehobe-
ne Regelist.

Wir betrachten den Proze desXy;Vi-Hebensnun etwas genauer:R en-
halte die (ungehobene) Regel f (X1,) ! r(Xm). Nun wird ein Xy, Vi-
Lifter auf dieseRegelangewendet, d.h. nach De nition 3.4.2,da die X
durch X9 (Xx;Vi) ersetzt werden. Die gehobtene Regel hat also die Form
fXmXi: V) ! r(Xm (X W) (Wir verzichten dabei auf den Strich ©)
Das Ergebnis der Regelanwvendung ist also

GV rXmXGw) !X

Xi:case VX (Xk:Vi) of pn i Xn ! 7 Z:Gy

mit =fXn, 7' X ¥itmg.
Esgilt Xy r(Xm(Xcy) = Xayrr( XiGYitm (X))
=  XVir(tm). Nach -Reduktion erhalten wir also die Anfrage

XiG Vi (tm) ! 7 X, Xi:case VX (X Vi) Of pn: Xn ! °Z;Gy:

Nun verfolgenwir die Auswertung derselben Anfrage im SystemLNT
Wir verwendendie Ubersetzungder Xi; yi-gehokenenRegel,d.h. wir eber-
setzenf, (f (Xm(Xk;¥)); X) im Kontext der X und erhalten

wobei X 0= DB xyi(X) ist. Die Regel, die wir anwenden messen,hat
also die Form

f(Xm(k+l;::;2) 0 X0
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Wir wendennun die Case Eval-Regelan und erhalten die Anfrage

KX = K+ 10i(X9 1 7 X,

Dabei ist die zweite Zeile geradedie D B -&bersetzungvon
Xp:case VX (X V) of pn: Xn ! ?Z;Gy,

soda wir nur die ersteZeile betrachten meissen.Bei der Untersuchung des
LNT-Schrittes hatten wir X = r (X m(Xx;Vi)) gesetzt{ mit der Bedeutung,
da die Ausdreicke X;(Xx;Vi) in r vorkommen kennen. Damit ist X© =
DB[ sy (X) = DB xeyi(r (Xm (Xk; ¥7))). Die erste Zeile der Anfrage
lautet also

KX = KHTEQi DB[W;W](V(W)) 17X,
und fer derenlinke Seite gilt:
I m= KTt DBy sy (r (X m (X Y1)
X m= KT8 K DBy sy (r (Xm (Xic YD)
X m= 1% DB( Xi; yi:r (Xm (Xic; 1))
DB(fXm 7' X ¥Viitmd X Viir (Xm (Xi; V1)) ) (Satz 5.2.5)

DB( Xi;Vir( X ¥ritm (Xi; ¥0)))-
Da dasArgument von DB zu Xi;Viir(tm) -reduziert wird, gilt audch

DB( X;Viir( X;Viitm (Xi;Wi))) ! DB( Xi;Viir (tm)),

und aus der Korrektheit von F (Satz 4.2.17)folgt

DB( Xicyir( X ¥itm (Xicy) ! DB( Xi; YT (tm))-

Die Pro jection -Regel:
Wir betrachten also Anfragen der Form

G = Xg:icase VX (tm) of pn: Xn ! 7 Z;Gy:
Die ubersetzte Anfrage G°= DB (G) hat dann die Form
G%= kcase 'X(19) of pO: X011 ?Z:GY;

und esgelten wieder G = DB(G;) und

DB( Xk yiiti) = Kt
DB( xkp) = “p?
DB( Xi:X;) = *X?°
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fur die t% p? und X, Die Pro jection -Regelfehrt nun dazu, da auf die
gesante Anfrage G bzw. G%die Substitution = fX 7! Xm:Xi(Ho(Xm))g
bzw. 9= hX= Mi(Ho(m:::;1))i angevendet wird, wobei ° die DB-
UbersetzungDB( ) von (nach De nition 5.2.4) ist. Es gilt nach Satz
5.2.5:

DB( (G) = YDB(G)):
Wieder folgt mit Satz 4.2.17die Behauptung.

Die Imitation - und Function Guess-Regeln:
Hier ist der Beweis identisch mit dem zur Pro jection -Regel.

Die Bind -Regel:

Hier kennen wir direkt Satz 5.2.5 anwenden: Fur die Anfrage G = e! ?

Z;Gy mit G°= DB(G) = DB(e) ! ? Z;GY und = fZ 7! eg gilt
0:= DB( ) = hz=DB(e)i. Es folgt alsoDB( (G)) = 4G9, und die

Behauptung gilt wegenSatz 4.2.17.

Damit ist insgesam feir die Anwendung einer Regelin den SystemenLNT und
LNT die Aquivalenzgezeigt.Wir folgern eineentsprechendeAussagefur eine
Kette von Regelarwendungen.

Folgerung 5.5.2 EsseiG eine Anfragean dasSystemLNT und G°= DB (G).
Fur jede AnfrageH , die sichaus G mit den RegelnausLNT und -Reduktion
herleiten lat, gibt es eine Anfrage HC die sich aus G° mit den Regeln aus
LNT und  F-Reduktion herleitenlat, soda H%= DB(H).

| | | | =

2 2 2 2 2
DBY DBY DBY DBY yDB
g 1 G 1 GS I G0, 1 GY=HO

Beweis. Die Aussagelat sich durch eine einfache Induktion eber die Lange |
der Ableitungsfolge zeigen:

| = 0,d.h. H = G. Dann gilt naturlich auch DB(H) = DB(G).

| > 0. Seir die LNT-Regel, die auf G angewendet wird. Nach Satz
5.5.1ist dann die entsprechende LNT  -Regelr ® auf G® anwendbar, und
nach - bzw. F -Reduktion erhalten wir Anfragen G; bzw. GY mit
G§ = DB(Gy). Fur die Anfrage G; gilt die Behauptung nadh Induktions-
voraussetzung.
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Aus der Aquivalenzzu LNT folgt sofort, da fer LNT  die gleichen Ergebnisse
hinsichtlich der Korrektheit, Vollstandigkeit und Optimalit &t gelten wie fer
LNT:

Folgerung 5.5.3 (Korrektheit von LNT )
Falls I (t) =L§T=) fg fur einenTerm t, dann gilt (t) ! true.

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.5und Folgerung 5.5.2.

Folgerung 5.5.4 (Vollst andigk eit von LNT )
Falls (t) ! true und in R-Normalform ist, dann gibt eseine Substitution

0 —— 0 4 0
soda | (t) === fg mit
, (t) == g mi FV (1)

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.6 und Folgerung 5.5.2.

Folgerung 5.5.5 (Optimalit at von LNT )
Sind | (t) === fg und | (t) === Ofg zwei versdiedeneAbleitungen, dann
sind und Onicht vergleichbar, d.h. gy %und O gy

Beweis. Sofort aus Satz 3.4.7 und Folgerung 5.5.2.

5.6 Beispiel

Nachdem wir die Aquivalenz der beiden Kalk ele nachgewiesenhaben, wollen
wir ein Beispiel betrachten. Durch die expliziten Beta - und Eta -Reduktionen
wird jeder der LNT-Ableitungsschritte in eine Folge elemenarer Sdritte (je
ein LNT  -Sdritt, gefolgt von mehreren F -Sdritten) zerlegt. Das folgen-
de Beispiel kennen wir nur aussanittsw eise betrachten, da eine vollstandige
Ableitung von der Anfrage bis zur Lesung mehrere Seiten fullen weirde. Den-
noch stellenwir zwei Teilfolgen,in denenexplizite Beta - bzw. Eta -Reduktionen
auftreten, vollstandig dar.

Bei der Anwendung der Regeln meissenwir beaditen, da ein Ausdruck der
Form f (a;b) nur eine andereSdreibweisefur ((f a)b) ist: sokann beispielsveise
die App -Regelnicht in einem Sdritt auf f (a;b) angevandt werden, sondern
wir erhalten die Ableitungen f (a;b)[ 1! ((fa)[ Jo[ D! ((F[ Jal Dbl 1E.

Prinzipiell kennten wir auch die Regeln App und Function zu einer neuen
Regel

AppF un f(terosta)ls]! f(tafs]; i tals])

kombinieren; dies ware aber nur eine Abkeirzung fer die Folge

® Abweichend von unserer ursprenglichen Notation verwenden wir fer die Substitutionen
nicht die edkigen Klammern [ und ] sondern die , Semartikklammern\ [ und ], da so die
Struktur der Ausdrecke bessererkennbar ist.
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A ((TIs] talstafs]) =2 tals]) | L (((F tafs]tz[s]) ::tnls])
pp Function

ctiol

Beispiel 5.6.1
casef ( di ( sinF(2;1);1)) of true :true! ? X,
= DB casef (x: di (F(x;y);x)) of true :true! ? X, ’
+ LNT : Case Eval mit Regelfur f , neuesX,
( casel of cosl:true)( di ( sinF(2;1);1)! ?Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ Beta
(casel of cosl:true)[ di ( sinF(2;1);1)=]! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ App Case
casel[ di ( sinF(2;1);1)=] of
( cosD[ di ( sinF(2;1);1)=]:true[ di ( sinF(2;1);1)=]! ? Xz;
caseX, of true :true! ? X4
+ FVar
case di ( sinF(2;1);1) of
( cosD[ di ( sinF(2;1);1)=]:true[ di ( sinF(2;1);1)=]! ? Xz;
caseX, of true :true! ? X4
+ Lam bda
case di ( sinF(2;1);1) of
((cosD)[* ( di ( sinF(2;1);1)=)]) : true[ di ( sinF(2,1);1)=]! 7 Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+2 App, Const
case di ( sinF(2;1);1) of
(cosi[*( di ( sinF(2;1);1)3)]) :true[ di ( sinF(2;1);1)! * Xz
caseX, of true :true! ? X4
+ FV arlLift
case di ( sinF(2;1);1) of
cosl:true[ di ( sinF(2;1);1)=]! ?Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ Const
case di ( sinF(2;1);1) of cosl:true! ?Xjy;
caseX, of true :true! ? X,
= DB case x: di (y :sin(F(x;y));x) of x: cosx:true! ? Xj;
caseX, of true :true! ? X,
+ LNT : Case Eval mit Regelfur di , neuesXgs;

"Wir geben vor jedem LNT  -Schritt die Darstellung im normalen -Kalk sl an.
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= M= ( sinF(2,1);X= 1i 8
(case( ( sinF(2;1)(1) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1)I);
ING(2;1) :di (G (2;1);( 1)(1)=G(L( (D) )! *Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ Beta
(case(( sinF(2;1))[1=]) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1I);
ING(2;1) :di (G (21);( (1)=G(L( (D)) ! ?Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ Lam bda
(case ((sin F(2; 1))[* (15)]) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1)I);
ING(2;1) :di (G (2;1);( 1)(1)=G(L( (D) )! *Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ?X;
+ App, Function, FreeVar
(case (sinF(2[* (19)]; 1[* (1=)D)) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1I);
ING(2;1) :di (G (21);( D(1)=G(L( (D)) ! ?Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ RVarlLift, FVarLift
(case (sinF(1[1=]["]; 1)) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1)I);
ING(2;1) :di (G (2;1);( 1)(1)=G(L( (D) )! *Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ FVar, VarShift
(case sinF(2;1) of

®Die Wbersetzung der x-gehobenen Regel fur di  ist
di (H(1);X(1)! caseH(1) of 1:1,
sin(G(2;1)) : cosG(L; X (1)) di (G (21);X(1).
In(G(2;1)) :di (G (21);X(1)=G(L; X (D).
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1:1;
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (21);( 1I);
ING(2;1) :di (G (2D);( (1)=G(L;( (D)) ! 7 Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: casey :sinF(x;y) of
yy:l,
y :sinG(x;y) 1 cosG(x; (y :y)(x)) di (y:G(Xy);(y ¥)X);
y :InG(xy) tdi (y:G(xy); (Y y)(X))=Gx; (y y)(x) ! ? Xs;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT : Case Select; =hG=F (2;)i
(cos(F (ZDXL( (D) di ( (F (Z1D)(21;:( HD)! 7 Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ Beta, F
(cos(F (ZD)XLD) di ( (F (Z1)N(2Z1);1)! °Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X4
+ Beta, F
(cosF(L;1) di (F (21);1)! 7 Xs;
case X 3(1) of cog1):true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: (cosF(x;x) di (y:F(x;y);x))! ? Xa;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT : Bind
case ( (cosF(L;1) di (F (21);1))(1) of cogl):true! ?Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ Eta
case( (cosF(1;1) di (F (2,1);D)[[?=] of cogl) :true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ Lambda
case (cosF(1;1) di (F (21);1))[*(?9)] of cos@):true! ? Xj;
caseX, of true :true! ? X,
+ App, Function, FreeVar
case (cosF(1[*(? L L*(?=)D) di ((F (2 I)I* (? 3T 1* (7 91)
of cos@) :true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ FVarlLift, Lambda
case (cosF(L;1) di ( (F(ZD[*(*(?9));1) of cos@):true! ? Xy;
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caseX, of true :true! ? X,
+ FVarlift, Lambda
case (cosF(L;1) di ( (FQA[*(?3IM'LD);D) of cos@):true! *Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ FVarlLift, VarShift
case (cosF(1;1) di ( (F(2;1);1) of cos():true! ?Xy;
caseX, of true :true! ? X,
= DB case x: (cosF(x;x) di (y:(F(x;y));x)) of
X; cosx :true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ LNT : Case Eval mit Regelfur , neuesXs;
= X= cosF(L;1);Y=di ( (F(2,1);1)i°
case( di ( (F(2,1);1)(1) of
1:( cosF(1;1)(1);
s(YXD)) : ( cosF(L)(1) + ( cosF(L D)D) YHD! *Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X4
+ Beta
case(di ( (F(2;1);D[2-]) of
1:( cosF(1;1))(1);
s(YXD)) : ( cosF(L;1))(1) + ( cosF (L)L) YHD! *Xs;
case X 3(1) of cog1):true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ App, Function
casedi (( (F(2 D)IL=]; 1[1=]) of
1:( cosF(L;1)(1);
s(YXD)) : ( cosF(L1)(1) + ( cosF(L D)D) YHD! *Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ Lambda, App, Const; FVar
casedi ( (F(2[* (19)]; 1[* (29)1)); 1) of
1:( cosF(1;1))(1);
s(YX)) : ( cosF(L;1))(1) + ( cosF (L)L) YHD! *Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+ RVarlLift, FVar, VarShift; FV arLift
casedi ( (F(2;1));1) of
1:( cosF(L;1)(1);

°Die ®bersetzung der y-gehobenen Regel fur ist:
X(D Y(@D! caseY(d) of 1:X(1;s(YAD): XD+ XD YD
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s(YXD)) : ( cosF(L1)(1) + ( cosF(L D)D) YHD! *Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ o
casedi ( (F(2;1);1) of
1:cosF(1;1);
s(YY1)) : cosF(1;1) + cosF(1;1) YYD ! ?Xg;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: casedi (y:F(x;y);x) of
1: cosF (x; x);
S(Yx)) : cosF (x; x) + cosF (x;x) YUx)! ? Xs;
case x:X 3(x) of x: cosx :true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT : Case Eval mit Regelfur di , neuesX4
= MH=(F (2D);X= 1 *
(case( (F (2;1))(1) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1)I);
ING(2;1) :di (G (2;1);( 1)(1)=G(L( (D)) ! ?Xa;
caseX4(1) of
1:cosF(1;1);
s(YX2)) : cosF (L;1) + cosF(L;1) YAL)! 7 Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ wie schon fur (case( ( sinF(2;1))(1) of :::)
(case sinF(2;1) of
1:1
sinG(2;1) : cosG(L;( 1)(1)) di (G (2;1);( 1I);
ING(2;1) :di (G (2,1);( 1)(1)=G(L( (D)) ! ?Xa;
caseX4(1) of
1:cosF(1;1);
s(YY1)) : cosF(1;1) + cosF(1;1) YYD ! ?Xg;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: (casey :sinF(x;y) of
yiy:lL

0Die Wbersetzung der x-gehobenen Regel fur di  ist
di (H(1);X(1)! caseH(1) of 1:1,
sin(G(2; 1)) : cosG(L; X (1) di (G (21D);X (1),
IN(G(2;1)) :di (G (21); X(1)=G(L; X (1).




5.6. Beispiel

y :sinG(x;y) : cosG(x; (y :y)x) di (y :G(x;y); (Y y)X);
y:InGOxy) di (y:G06Gy);(y y)X)=G(x (y y)x) ) ! 7 Xg;
X: caseX4(x) of
1: cosF (x; x);
s(YYx)) : cosF (x; x) + cosF (x;x) YUx)! ? Xs;
case x:X 3(x) of x: cos(x) :true ! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ LNT : Pro jection mit = hHF=1i
(case ( 1)(2;1) of
1:3
sinG(2;1) : cosG(L; ( 1)(1)) di (G (21);( DI);
ING(2;1) :di (G (2,1);( 1)(1)=G(L;( (D) )! 7 Xa;
caseX4(1) of
1:cog 1)(1;1);
s(YXD) :cof 1)L +cof 1)(LD) YAD'! 7 Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X4
+
(case 1 of
1:%5
sinG(2;1) : cosG(; ( 1)(1)) di (G (21);( DI);
ING(2;1) :di (G (2,1);( 1)(1)=G(L;( (D) )! 7 Xa;
caseX4(1) of
1:cosl;
s(YX1)) : cosl+ cofl) YX1)! ?Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: (casey :y of
yiy: L
y :sinG(x;y) : cosG(x; (y :y)x) di (y :G(xy);(y :y)X);
y:InG(x;y) :di (y:G(xy);(y y)X)=G(x; (y:y)x) ) ! 7 Xg;
X: caseX4(x) of
1: cosx;
s(YYx)) : cosx + cosx Yqx)! ? Xa;
case x:X 3(x) of x: cos) :true! ? X;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT : Case Select, =7?
11 7 Xy;
caseX4(1) of
1:cosl;
s(YX1)) : cosl+ col) YX)! ?Xs;
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case X 3(1) of cogl):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+ LNT :Bind, = hX4= 1i
case( 1)(1) of
1: cosl;
s(YX1)) : cosl+ cofl) YUL)! ?Xs;
case X 3(1) of cogl):true! ? Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+
casel of
1:cosl;
s(YX1)) : cosl+ col) YA1)! ?Xs;
case X 3(1) of cog1):true! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
= DB x: casel of
1: cosx;
s(YYx)) : cosx + cosx Yqx)! 7 Xa;
case x:X 3(x) of x: cos() :true ! ? Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT : Case Select, =7?
cosl! ? Xs;
case X 3(1) of cog1):true! 7 Xo;
caseX, of true :true! ? X,
+LNT :Bind, = hX3= cosli
case ( cosl)(1) of cogql):true! ?Xy;
caseX, of true :true! ? X,
+
case coslof cosl:true! ? Xy:
caseX, of true :true! ? X,
= DB case x: cosx of x: cosx :true! ? Xy
caseX, of true :true! ? X,

+LNT : Case Select, =7?
true ! ? X,:caseX, of true :true! ? X,

+ LNT :Bind, = hXs=truei
case true of true :true! ? X,

+LNT : Case Select, =7?
true ! ? Xy

+ LNT : Bind, = hXi=truei
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Damit ist die beredinete Loesung: lF=1i; das entspricht der LesungfF 7!
X; y:yg fur die ursprengliche Anfrage an LNT.

Bemerkung 5.6.2 Wir sind in diesemBeispiel von der angegelenenRedukti-
onsstrategieabgewidien und haben immer nur die Ausdrecke F -reduziert,
die fur die weitere Berednung erforderlich waren. Wir hatten stattdessennach
jedemLNT -Sdritt einevollstandige Reduktion auf F -Normalform ange-
ben messen.Dies hatte jedoch zu einer noch langeren Ableitungsfolge gefehrt
{ zum Nachvollziehen der Regelnreicht dieseDarstellung jedoch aus.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Wir haben das System LNT [HP96], das NeededNarrowing mit de nierenden
Baumen heherer Ordnung realisiert, in den -Kalkel in de Bruijn-Notation
[dB72] transformiert. DieserKalkul lat sich als , Faktorisierung\ der -Aqui-
valenz betrachten, da ein pg-Term t®= DB(t) der Restklassealler zut -
aquivalenten Termeaus enspricht.

Die implizite Anwendungvon - und -Reduktionssdritten haben wir durch
explizite Beta - und Eta -Reduktionen ersetzt, die mit Hilfe des -Kalk mls (mit
der Erweiterung um eine explizite Eta -Regel) [LRD94, Bri95] mber explizite
Substitutionen in kleinen Sdritten beredinet werden.

Das neueSystemLNT st dadurch e zien ter zu implemertieren, da esnicht
modulo -Konversion sondernnur mit syntaktischer Gleichheit arbeitet.

Die Korrektheits-, Vollstandigkeits- und Optimalit atsresultate far LNT wber-
tragen sich unmittelbar auf LNT , da die beiden Systemezueinander aquiva-
lent sind.

Ausblic k

In der jetzigen Fassungwerdenalle expliziten Substitutionen vollstandig bered-

net, bevor ein neuerLNT  -Sdritt erfolgt. Dadurch werdenaudch unnetige Be-

rechnungen ausgethrt, etwa in der rechten Seiten X, einesCase-Ausdrudes,
die nicht ausgewehlt werden. Hier ist eine Optimierung meglich, indem nur

die zur weiteren Beredhnung benetigten Unterterme -normalisiert werden: in

Case-Ausdeicken caset of p; : X; also zunachst nur t und die p; { erst nach

Anwendung der Case Select-Regelist eine Normalisierung des ausgewahlten

Xi netig.

Eine weitere Fragestellungin diesemZusammenhangst, welche Verbesserungen
durch andere Reduktionsstrategien meglich sind. Fat man zum Beispiel (als
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allgemeinsteVariante) die LNT -Regelnund die Regeln des Systems F
zusammen,ohne die Reihenfolgeder Anwendung vorzusdireiben, dann kennen
auf beliebigenicht-reine Terme (also Termemit Substitutionsanteil [s]) LNT -
Regelnangewendet werden. So ertsteht ein neuer Kalk ell, in dem mehr Ablei-
tungen meglich sind.

Die Verwendung der de Bruijn-Notation vereinfadit zwar das , Redinen mit
-Termen, nicht aber ihre Lesbarkeit. Analog zu unseremAnsatz lat sich ei-

ne LNT-V ariante scha en, die mit expliziten Substitutionen feir gewshnliche
-Terme arbeitet.
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Anhang A

® bersicht sber -Kalk ele mit
expliziten Substitutionen

A.l -Kalk ele

-Kalk eile wurden in [ACCL91] vorgestellt und in [DHK95, DHKP96] fur die
Uni k ation heherer Ordnung verwendet.

A.1.1 Der ungetypte -Kalk wl

Die folgendenDe nitionen stammen aus [ACCL91]:

Terme a:=1lj(aa)j a jas]
Substitutionen s:=idj" jasjs s
Beta (a)b I afb id]

Varld 1[id] 1

VarCons 1lla:g] I a

App (a b)[s] I (als] bis])

Abs (a)ls] o(all (s "))
Clos (a[s]It] I als t]

IdL id s I s

Shiftld " id o

ShiftCons " (a's) ! s

Map (a s) t I aft] (s t)

Ass (s1 s2) s3! s1 (S22 s3)
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Fur die Normalformen (t) vont gilt dannza ! b) (& ! (b).
Beta

Wegender Existenz kritischer Paare werden noch folgendeRegelnhinzugenom-
men:

Id alid] I a
IdR s id Il s
VarShift 1 " I id

SCons i[s] (" s)! s

A.1.2 Der ungetypte -Kalk ul mit Namen

In [ACCL91] wird auch eine Variante des -Kalkuls vorgestellt, die statt de
Bruijn-Indizes die normale Darstellung von -Termenmit Variablen verwendet:

Terme a:=xj(aa)j xa jasg]
Substitutionen si=idj " j(a=x) sjs s
Beta (x:a)b I al(b=x id]

Varl X[(a=x) 9] I a

Var2 x[(a=y) 9] I X[s] furx6y
Var3 x[id] I X

App (a b)s] I (als] bis])

Abs (x:a)[s] ox:(@(x=x) (s ")
Clos (a[s]It] I als t]

IdL id s I s

Shiftld " id !

ShiftCons " (a s) I s

Map (a s) t I aft] (s t)

Ass (s1 s2) s3 ! s1 (s2 s3)

A.1.3 Der ungetypte -Kalk ul mit Meta-V ariablen

Wir gebenfer die ungetypte Versiondie Syntax der Termeund dasRegelsystem
aus [DHK95] an:

Terme a:=1jX j(aa)j a jas]
Substitutionen si:=Yjidj " jasjs s

wobei X 2 X und Y 2 Y Term- bzw. Substitutions-Metavariablen sind.




A2 -Kalkel 91
Beta (a)b I a[b:id]
App (a b)[s] I (als] bs])
VarCons 1lla:g] I a
Id aid] I a
Abs (a)ls] b (all(s "))
Clos (a[s]It] I als t]
IdL id s s
ShiftCons (a:s) I s
AssEnv  (s1 Sp) s3! s1 (S2 S3)
MapEn v (a:s) t I oaltli(s t)
IdR s id I s
VarShift 1" I id
SCons Asl:(" s) ! s
Eta (al) ' b fallsa= "]
A2 -Kalk
Der -Kalkul wurdein [Les94 vorgestellt und hat folgendeSyntax und Regeln:
Terme =nj(aa)j a jas]
Substitutionen si=a=j*(g)j"
Beta (a)b I a[bd
App (a b)[s] I (als] bs])
Lambda (a)[s] Foo(ax(s))
FV ar a7 I a
RVar n+1ja-] I ' n
FVarLift  1[* (s)] 1
RVarLift  n+1[* ()] ' on[s["]
VarShift — n["] I n+l
A.3 xg cKalk wl

Im folgendenprasertieren wir einen Kalk el mit expliziten Substitutionen, der

mit den ublichen

xg c-Kalk el verwendetwie der

-Termen{ also nicht in de Bruijn-Notation { arbeitet. Der
-Kalk ul keine explizite Komp osition von Sub-

stitutionen, und esgibt eine explizite Garbage Collection.

Die folgendenDe nitionen stammenaus[R0s96 und beruhenauf [Ros92 BR95].
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De nition A.3.1 (x -Praterme) Die Mengeder x -Praterme ist de niert
durch

to=xj oxit j(tt)jtx: =t}

X -Terme werden als Restklassenvon -Termen modulo -Konversion ein-
gefuhrt:

De nition A.3.2 (x -Terme)
1. Die Menge der freien Variablen eines x -Praterms M, FV (M), wird
induktiv de niert durch: FV(x) = fxg, FV(xM ) = FV(M) nfxg,
FV(MN))=FVM)[ FV(N) und

FV(M[x:=N]: = (FV(M)nfxg)[ FV(N):
Ein x -Praterm M heit geschlossenfalls FV(M) = ?.

2. Die Umbennenung aller freien Auftreten von y in M nadch z wird mit
fy 7! zgM bezeidinet und induktiv eber M de niert durch

z, falls x = vy,

fy 7! zgx :

fy 7! zgx .= x, falls x 6 vy,

fy 7! zgxM = fy 7! zg(fx 7! xx M)

fur einx%2 FV(xM )[ fy;zg,

fy 71 zg(M N) := (fy 7! zgM fy 7! zgN) und

fy 71 zg(M[x := NJ) := (fy 7! zgfx 7! xXM)[x%:= fy 7! zgN]
fur einx%2 FV(xM )[ fy;zg.

3. -Konversion von x -Pratermen wird induktiv de niert durch x = Xx;
xM = y:N,falsfx 7! zgM = fy 7! zgN fur einz 2 FV(MN);
(MN)= (PQ),fallsM = PundN = Q{undM[x:=N]= Ply:=
Ql,falsN = Qundfx7!zgM = fy 7! zgP fur einz 2 FV(MP).

4. Die Mengeder x -Terme, X, ist die Mengeder x -Praterme modulo = .
Ein x -Term heit geschlossenwenn seine Reprasertanten gestlossene
X -Praterme sind.

De nition A.3.3 ( xg c-Reduktion) Auf x werden die folgendenReduk-
tionen de niert:
1. Substitutionserzeugung! y ist die kleinste Relation, die mit
(xxM )N! M[x:= N] (b)

kompatibel® ist.

1Kompatibilit &t haben wir in De nition 2.2.15 erklart.
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2. Explizite Substitution: !  ist die kleinste Relation, die mit

X[x = N]J! N, (xv)
X[y:= N]! x,fallsx6 v, (xvgc)
(x:M )[y:=N]! xM [y:= N]und (xab)
(M1M2)ly == NJ! (Mily := N]Mzly := N]) (xap)

kompatibel ist.

3. Garbage Collection: ! 4 ist die kleinste Relation, die mit
M[x:=N]J! M, fallsx 2FV(M) (gc)
kompatibel ist. Fallsx 2 FV (M), heit N Garbage

4. xg c-Reduktion ist ! :==! , [ ! y [ ! g, X -Reduktionist ! :=!

bxgc bx

[ ! x,und X!gc:z! x[ ! ge

Beispiel A.3.4 Wir betrachten Reduktionen desTerms (y :(z :z)y)x im -
Kalkel und im xg c-Kalkul:

(y:(z:2y)x! (z:z2)x! x,

(y:(z2y)x! w((z:2)y)ly:
P w YIY = X]! xwv X,
(y:(z2y)x! v ((Zz: 2Ly = X]! xap (Z Z)[ly = xX](Yly := X])

oxab (Z :z[y == XYLy = X]) ! xv (Z :z[y = X)X ! gc (Z :2)X
' pz[z:= X]! v X.

X]! pz[z:=ylly = X]

Satz A.3.5 ([Ros96])

Jeder (ungetypte) -Term, der stark -normalisierend ist, ist auch stark b! -
Xgc
normalisierend. D.h. b! bewahrt die starke Normalisierung von !
Xgc
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Symbolverzeichnis

Symbol Bemerkung Seite
N; N, nateirliche Zahlen (ohne und mit 0) 5
To Grundtypen 6
T Typen 6
! Typ-Konstruktor 6
Funktionssymbole 6
(f) Typ von f 6
\Y, Variablen vom Typ 6
V(T) Vereinigung der V 6
A(T) Atome 6
L(T) korrekt getypte -Terme 6
(&1 &) Applik ation 6
(xe) -Abstraktion 6
e: eist vom Typ 6
Produkt-T ypen 7
Sub(t) Unterterme von t 7
Iz} Termgre e 7
BV(e) gebundeneVariablen 7
FV(e) freie Variablen 7
ord( ) Ordnung desTyps 7
(A1) Reduktionssystem 8
-Konversion 9
-Konversion 9
-Konversion 9
! -Reduktion 9
! -Reduktion 9
! -Reduktion 9
9
9
9

symmetrische/re exiv e/transitiv e Hellle von !
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! -Aquivalenz 9

! -Aquivalenz 9

! -Aquivalenz 9
t# -Normalform von t 11
Head(t) Kopfsymbol von t 11
t" -expandierte Form 12
tl lange -Normalform 12
Lexp -expandierte Terme 13
L Abschlu von Leyp 13
Dom( ) Trager einer Substitution 14
Rng( ) eingeklhrte Variablen 14
Id Identit atssubstitution 14
jwo Einschrankung 14
b Fortsetzung von 14
[ Vereinigungvon und 15
Komposition von und 15
= [W] gleich mber W 15
= [W] -gleich wber W 15
W] allgemeineruber W 15
W] -allgemeineruber W 15
W] -allgemeineruber W 15
W] -allgemeineruber W 15
Mi[ M, Vereinigung von Multimengen 16
hs; ti Termpaar 20

U(S);U(s;t) Mengender Uni k atoren 20,24

mgu(S) allgemeinsterUni k ator von S 21
s allgemeinsterUni k ator von S 21
ST Transformationsregeln(1. Ordnung) 21
mgu(S)[W] mguvon S, wegvon W 23
CSU(S)[W] vollstandige Uni k atormengevon S, weg von W 25
HT Transformationsregeln(heherer Ordnung) 30
cr Transformationsregeln(heherer Ordnung) 32
P Pradikatsymbole 34
I p Termersetzungsdaritt mit RegelausP 34
C =T ] Narrowing-Sdhritt 35
Muster 38
rule Regelknotenin de nierendem Baum 38
branch Verzweigungsknotenin de nierendem Baum 38
Eval Auswertung einer Anfrage 39
caseX of Case-Ausdruk 40
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Casg(t)
EC(t)

I (t)
LNT

ol T
\%

X
(V:X)

\%

ps (X)
n
juj

R

tr (x; R)
fn7! by

!

!
aaz:iian:id
T (X;Y)
als]

id

as

s s

Eta

Ubersetzungin Case-Ausdricke
Ubersetzungvon Anfragen in Case-Terme
Initiale Anfrage

LNT im Fall heherer Ordnung

Reduktion mit LNT-Regeln

Variablen und Konstanten
Meta-Variablen
oene -Terme
Substitution mit Umbenenrung gebundener
Variablen
Umbenenrung gebundenerVariablen aus V
-Termein de Bruijn-Notation
de Bruijn-Index
-Hehe der Position u
Referertial
de Bruijn- Ubersetzungmit Referertial R
Lift-Op erator
Substitution
-Reduktion auf pg(X)
-Reduktion auf pg(X)
simultane Substitution
internalisiert * (Lift)
Termedes -Kalkels
+Closurad : explizite Substitution
Identit at: explizite Substitution
Konkatenation: explizite Substitution
Komposition: explizite Substitution
-Kalk wl
Gleichheit modulo
ohne Beta
Gleichheit modulo x
explizite Substitution (  -Kalk ul)
Lift
Shift
explizite Beta -Regel( -Kalkul)
-Kalk el
-Kalkul ohne Beta -Regel
-Normalform von t
explizite Eta -Regel( -Kalkul)
Bottom-Symbol in Eta -Regel

40
40
42
41
42

48
48
48
48

49
50
50
50
50
50
51
51
52
52
53
53
53
54
54
54
54
54
54
54
54
57
57
57
57
57
57
57
59
59
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I o 2 Reduktion 59
Kontext (getypter -Kalkul) 60
F F-Kalk el 60
F F ohneBeta und Eta 60
hX=si FO-Substitution 65
f Chse Funktionssymbole fer Case-Konstrukte 67
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